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在 四 五 十 年 代 尖 端 武器 的 研制 中 ， 科 学 计算 的 需要 促进 了 数 
字 电 子 订 算 机 的 发 明 与 发 展 、 流 体力 学 运动 可 以 由 非 线 性 的 偏 微 
分 方程 组 来 描述 ， 在 实际 计算 中 ， 由 于 方程 组 与 模型 儿 何 结构 等 
的 复杂 性 ,计算 规模 往往 是 很 大 的 ， 对 于 如 此 大 型 的 计算 课题 ,以 
往 任 何 计算 工具 都 是 不 能 适应 的 。 这 就 促使 人 们 不 得 不 去 创造 与 
发 明 新 的 计算 工具 .数字 电 子 计算 机 就 是 在 大 型 科学 计算 课题 的 
ROR F ,发明 与 发 展 起 来 的 ， 

以 往 总 是 先 对 加 题 担 法 、 解 的 性 质 、. 近 似 方 法 与 误差 分 析 部 作 
了 充分 研究 以 后 , 才 去 作 数 学 问题 的 数值 求解 的 .数字 电子 计算 机 
的 出 现 使 人 们 采用 数值 方法 求解 的 数学 问题 范围 得 到 了 很 大 的 扩 
展 . 科学 技术 研究 的 实际 问题 与 理论 问题 对 计算 数学 不 断 提出 越 
来 越 复杂 的 数 学 模型 问题 ， 要 求 得 到 近似 数值 解 。 在 这 些 数学 问 
题 中 ， 出 现 的 方程 或 方程 组 在 理论 上 暂时 还 难于 作 比 较 完 整 与 深 
人 的 研究 ,但 是 使 用 数字 电子 计算 机 ， 可 以 得 出 所 要 求 精度 的 数 
值 近 修 解 来 。 从 而 可 以 利用 数值 方法 来 研究 解决 所 面临 的 各 种 科 
学 技术 研究 中 出 现 的 实际 问题 与 理论 问题 . 

科学 技术 研究 的 进展 对 数字 电子 计算 机 的 计算 能 力 提出 越 来 
越 高 的 变 求 .三 十 余年 来 ， 国 内 外 几 平 每 台 最 先进 的 数字 电子 计 
算 机 的 研制 都 是 为 了 满足 科学 计算 的 需要 ， 也 都 是 作 科学 计算 使 
用 的 。 科 学 计算 课题 是 无 限 的 。 这 种 无 限 而 迫切 的 要 求 促使 电子 
计算 技术 的 发 展 。 数字 电子 计算 机 前 二 三 十 年 的 发 展 是 迅速 的 ， 
机 楷 运 算 速 度 增长 了 五 个 数量 级 ,内 存 容量 增长 了 三 个 数量 级 , 研 
制 成 了 运算 速度 每 秘 上 忆 次 ， 内 存 容量 数 百 万 字 的 巨型 数字 电子 
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计算 机 。 在 更 高 速 的 数字 电子 计算 机 的 研制 中 ， 会 明显 地 感觉 到 
电讯 号 传播 受到 光速 的 限制 。 因此 进一步 发 展 数字 电子 计算 机 ， 
一 方面 又 使 器 件 更 小 型 化 , 另 一 方面 也 应 该 着 重 考虑 到 方法 , 自 法 
与 程序 在 解 题 中 的 作用 。 近 些 年 来 计算 机 的 发 展 过 程 关 :由 所 型 
机 、 小 型 机 ,超级 小 型 机 、 小 型 超级 机 而 小 型 超级 机 的 组 合 系统 ,还 
要 使 机 器 具有 并 行 运算 、 多 指令 流 与 多 数据 访 的 性 能 以 此 来 提高 
解 题 能 力 ， 电 子 器 件 小 型 化 的 进展 使 得 近年 来 计算 机 的 价格 在 下 


降 而 性 能 在 提高 。 计算 技术 与 科学 计算 都 是 处 于 发 展 的 高 峰 时 
期 。 


(二 ) 


由 于 数字 电子 计算 机 的 解 题 能 力 极 大 ， 它 可 以 求解 一 些 提 法 
还 不 太 消 楚 ， 解 的 特 狂 也 还 不 太 了 解 的 问题 。 变 对 这 类 问题 作 近 
似 求 解 方法 的 研究 ， 在 研究 方法 上 就 不 能 只 采用 完全 传统 的 数学 
方法 ,应 该 采用 一 些 实际 科学 中 所 用 的 非 标 准 的 数学 推理 方法 , 例 
如 类 比 、 外 推 、 内 播 、 综 合 、 试 验 等 方法 ， 人 们 采用 这 些 途 径 才 
能 对 一 些 复 杂 的 数学 模型 得 到 解 的 性 质 与 近似 解法 的 一 些 必 要 的 
Tu. 

PEEM ЕКЕТ C (S Ek LC. ЛУБ SAAD ЕТЕД us 
场合 上 不 其 适用 ， 有 必要 直接 研究 非 线 性 数学 问题 或 非 线 性 偏 微 
分 方程 问题 ， 这些 问 题 或 方程 即便 是 相当 复杂 的 ， 但 仍 可 以 采用 
数值 方法 来 研究 。 这 样 就 形成 众多 的 计算 学 科 ， 例 如 ， 计 算 力 
学 ,计算 物理 学 ,计算 化 学 ,计算 生物 学 ,计算 经 济 学 等 ， 这 些 计 算 
学 科 是 边缘 性 的 学 科 ， 是 数学 或 计算 数学 与 实际 学 科 之 向 的 交错 
学 科 ， 各 种 计算 学 科 的 研究 使 得 理论 数学 与 计算 数学 有 了 生动 丰 
富 的 新 内 容 ,. 新 课题 与 新 方法 ,对 相应 的 实际 学 科 提供 了 称 作 数值 
模拟 的 新 的 研究 手段 ,来 帮助 揭示 出 新 的 图 象 与 新 的 规律 ， 

在 五 十 年 代 以 前 ， 对 于 科学 技术 间 题 中 所 握 出 的 数学 模型 向 
题 ; 科 学 家 们 往往 效 作 出 一 切 努 力 来 简化 方程 , 定 解 条 件 与 数值 解 
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法 ， 使 得 简化 了 的 问题 能 保持 需 蛮 研 究 的 物理 机 制 而 且 还 要 使 得 
能 用 当时 的 计算 工具 求 由 近似 数值 解 来 . 

现代 计算 技术 的 发 展 使 得 在 实际 问题 的 物理 机 制 与 数学 问题 
类 懈 的 考虑 上 ， 受 到 少 得 多 的 限制 。 但 在 这 种 复杂 问题 的 计算 过 
程 中 ， 计 算 机 会 自动 地 ”进行 亿 万 次 运算 竺 公历 尝 要 的 近似 数值 
解 来 。 在 利用 所 得 到 的 数值 解 去 分 析 与 推断 科学 技术 问题 的 结论 
以 前 , 先 机 和 弄 清 吾 计 算 所 得 到 的 结果 是 否 正确 ,是 否 是 数学 模型 问 
题 的 近似 解 ， 是 否 是 实际 问题 的 近似 解 。 在 利用 旧 的 计算 工具 证 
算 简 化 问题 的 近似 解 时 ， 这 些 问 题 是 比较 容易 弄 清 楚 的 ， 对 于 现 
在 的 问题 ,大 们 可 以 利用 程序 编制 ,机 器 操作 检验 与 结果 分 析 来 鉴 
督 计 算 机 按照 程序 要 求 的 过 程 来 执行 正确 的 运算 并且 来 防止 
与 擎 提 可 能 发 生 的 各 种 偶然 与 必然 的 计算 错误 .但 是 雯 判断 记得 
到 的 数值 解 是 否 逼 近 数 学 模型 问题 的 解 ， 近 做 于 实际 问题 的 解 以 
友 近 似 的 程度 等 ,就 需要 人 们 在 数学 ,物理 .算法 ,程序 与 试 算 等 方 
面 在 理论 与 方法 上 和 做 纽 致 的 分 析 研 究 . 

这 种 需要 使 得 在 五 十 年 代 后 期 兴起 对 非 线 性 分 析 与 非 线 性 仿 
徽 分 方程 等 近代 理论 的 研究 .这 种 需要 与 机 器 的 发 展 使 得 各 种 各 
样 学 科 加 速 了 向 数学 化 的 发 展 ， 科 学 计算 推动 了 各 种 应 用 科学 与 
理论 科学 的 发 展 ， 


(三 ) 


数值 计算 可 以 看 作 是 一 种 数值 模拟 或 数值 实验 ， 在 大 型 数字 
电 于 计算 宙 上 可 以 计算 气体 与 流体 运动 过 程 ,化 学 反应 过 程 、 中 子 
光子 输 运 过 程 ,炸药 起 爆 与 燥 震 过 程 , 电 磁 流 体 运 动 过 程 以 及 各 种 
非 线性 波 的 相互 作用 等 间 题 。 计 算 这 些 运 动 过 程 问 题 实 际 上 就 是 
坚 求 解 含有 很 多 线性 与 非 线性 偏 微分 方程 、 常 徽 分 方程 、 积 分 方 
程 、 泛 函 方 程 以 及 代数 方程 等 的 看 合 方程 组 的 各 种 间 题 ， 因 此 数 
值 模 拟 使 人 们 对 实际 运动 过 程 的 认识 在 广度 与 深度 上 都 得 了 进 
FË, 
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利用 解析 方法 求解 的 数学 问题 的 解析 解 与 近似 解 的 范围 是 极 
其 有 限 的 ,一般 只 能 考虑 一 些 很 简单 的 问题 ， 利 用 实验 方法 来 测 
量 数 据 是 有 限 得 很 而 且 来 之 不 易 的 .因此 数值 模拟 在 某 种 意义 上 
比 理 沦 与 实验 对 运动 过 程 认识 得 更 为 深刻 。 更 为 细致 、 不 仅 可 以 
本 解 运动 的 结果 ,而 且 可 以 了 解 运动 整体 的 与 局 部 的 细致 过 程 . 

因 世 数值 模拟 可 以 从 理论 上 分 析 暂 时 还 弄 不 清楚 的 问题 ， 而 
且 还 可 以 着 代 一 些 危险 的 、 昂 贵 的 甚至 于 是 难于 实施 的 试验 ， 饮 
如 ;反应堆 的 爆炸 事故 ,巨型 水 坝 场 坊 造 成 的 后 果 , 核 爆炸 的 过 程 
与 效应 、 气 人 象 运 动 等 。 数 值 计算 不 仅 可 以 模拟 物理 ,力学 过 程 ,还 
可 以 模拟 经 济 与 生态 等 过 程 ， 例 如 ; 利用 经 济 规律 的 数学 模型 
来 计算 一 定 经 济 政策 下 经 济 发 展 进程 ， 利 用 生态 规律 的 数学 模型 
来 计算 生态 平衡 的 过 程 . 这 些 都 是 不 能 用 实验 方法 来 验证 的 现 
=. 

在 科学 技术 实际 问题 的 研究 中 ， 可 以 用 数值 寞 拟 来 选择 实验 
或 设计 的 最 佳 方案 。 这 样 可 以 减少 试验 的 次 数 ， 尽 快 做 到 最 佳 的 
试验 与 设计 ， 对 于 尖 姨 技术 问题 研究 ,试验 往往 是 极其 喇 融 的 ,有 
些 甚至 是 很 危险 的 ,因此 数值 模拟 有 很 大 的 经 济 效 益 , 是 加 速 科学 
技术 进程 的 重要 手段 . 

科学 计算 再 也 不 能 仅仅 看 作 是 理论 研究 与 实验 研究 的 辅助 手 
段 ， 而 是 独立 于 理论 与 实验 的 一 种 基本 科学 活动 ， 以 往 人 们 为 了 
认识 一 种 科学 技术 规律 ， 可 以 在 理论 研究 与 实验 研究 这 二 类 基本 
科学 漂 动 中 去 探索 ， 而 现在 人 们 可 以 有 求 用 理论 、 实 验 与 计算 三 类 
基本 科学 活动 来 进行 科学 技术 的 研究 ， 因 此 科学 计算 是 近代 科学 
技术 迅速 发 展 极 为 重要 的 ,不 可 忽视 的 因素 ， 

科学 计算 的 发 展 促进 各 种 学 科 的 数学 化 进程 ， 也 使 各 门 学 科 
从 定性 呵 定 量化 发 展 ， 使 学 科 更 为 计算 机 化 ,更 为 计算 数学 化 ,能 
用 各 种 现代 物理 方程 的 求解 定性 与 定量 地 前 明 各 学 科 中 的 运动 规 
律 . 

现在 人 们 在 预测 最 近 的 将 来 会 研制 出 运算 速度 为 每 秒 百 亿 
次 、 千 亿 次 以 上 的 数字 电子 计算 机 来 ， 这 不 仅 可 以 便 科 学 更 计算 
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机 ,化 或 更 计算 数学 化 ,还 会 使 生产 也 更 计算 机 化 或 计算 数学 化 , 极 
大 地 提高 社会 生产 力 的 发 展 ， 


(m) 


在 描写 各 种 介质 运动 过 程 的 数学 模型 中 ， 流体 力学 运动 方程 
组 往往 是 基本 的 组 成 部 分 。 运动 过 程 需要 考虑 的 其 他 机 制 可 以 用 
ТЕЖ В 50 727 РИН ЕЖЕ: 如 电磁 流体 问题 需要 
增加 电磁 方程 ， 炸 药 的 爆炸 过 程 就 计 增 加 化 学 反应 方程 或 反应 率 
方程 。 核 能 反应 运动 要 增加 中 子 与 介质 粒子 的 输 运 方程 等 ， 弹 塑 
性 介质 的 运动 方程 与 流体 运动 方程 是 有 些 不 同 的 ， 但 其 方程 所 属 
НУ ЖЕНУ. 
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方程 组 不 管 初 值 如 何 光滑 , 解 可 以 是 有 间断 的 ， 对 于 间断 的 初 值 ， 
解 也 还 可 以 是 光 请 的 ， 扫 线性 双 曲 型 方程 组 的 解 可 以 发 生 新 的 间 
断 而 且 间 断 可 以 消失 ， 这 种 间断 的 产生 与 消炎 反映 了 流体 运动 中 
钟 击 波 闻 断 的 产生 与 消失 。 这 种 特性 使 求解 谎 体 力学 运动 方程 组 
有 它 特 殊 的 问题 与 再 难 . 

因此 对 氢 线 性 双 曲 型 方程 组 的 解 应 该 在 疗 断 函数 奖 叫 去 寻 
找 。 利 用 积分 守恒 的 方式 来 定义 的 弱 解 往往 不 是 唯一 的 ， 可 以 是 
有 无 穷 多 个 的 在 这 些 弱 解 中 适合 所 谓 “ 丧 条 件 * 的 解 是 唯一 的 物 
理解 . 计算 的 目的 是 要 作出 这 种 物理 解 的 近似 . 

计算 流体 运动 问题 ,尤其 是 非 定常 的 问题 ,有 限 差分 法 是 一 种 
主要 的 方法 。 但 是 差分 法 是 不 适应 于 间断 和 解 的 近似 计算 ， 因 此 在 
求解 时 , 先 要 把 间 题 的 解 光滑 化 ， 例 如 在 一 阶 双 曲 创 方 程 组 中 , 增 
加 带 小 参数 的 起 扩散 作用 的 二 阶 或 高 阶 导数 项 ， 新 方程 组 相应 问 
题 的 解 可 以 是 光 谓 的 ， 如果 这 样 处 理 得 到 的 解 近 似 于 原始 问题 的 
解 。 那 末了 原始 问题 的 差分 近似 解 就 可 以 用 新 问题 的 差分 近似 解 来 
RET. 
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来 实现 ,这 种 光 消 化 项 被 称 为 人 为 粘性 项 ;或 者 可 以 从 原始 方程 组 
建立 差分 方程 组 时 ,引进 适当 的 光 消 化 项 来 实现 ,这 种 光 消 化 项 称 
为 格式 粘性 项 ， 这 些 粘 性 项 可 雇 是 退化 的 或 非 退 化 的 扩散 项 ， 可 
以 十 二 阶 的 或 是 高 队 的 . 

因此 在 选取 人 为 粘性 与 格式 粘性 时 ， 除 了 计算 过 程 的 需要 与 
方便 的 一些 考虑 以 外 ， 还 应 该 注意 到 引进 什么 样 人 为 粘性 或 格式 
粘性 以 后 ,新 的 方程 组 问题 所 法 的 适 定 性 ,注意 到 解 是 光滑 的 而 且 
是 唯一 的 ;而 且 当 粘性 项 消失 时 , 光 消 解 逼 近 于 原始 问题 的 唯一 物 
理解 。 因 为 并 不 是 所 有 起 光 清 化 作用 的 附加 项 ， 在 它 谤 失 时 都 能 
县 有 这 样 的 逼近 性 质 ， 
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显 出 复杂 性 来 .。 Л FEE S STAR RS НЕ Ла ХЕ, 
不 同 介质 混淆 想来， 一 维 流 体 运 动因 为 流体 介质 前 后 按 序 不 能 相 
互 超越 而 要 简单 得 多 . 这 些 情况 使 得 流体 力学 运动 数值 求解 时 ， 
一 维 同 题 与 二 维 问题 显示 出 很 不 相同 的 复杂 性 来 . 

对 于 一 维 流体 力学 问题 的 计算 ， 往 往 一 种 有 限 差 分 格式 可 以 
计算 各 种 各 笠 的 流动 铝 题 . 但 是 对 于 二 维 流体 力学 癌 题 的 计算 ， 
很 难 有 一 些 统一 的 格式 可 以 计算 好 各 种 问题 ， 往 往 对 于 一 类 问题 
在 一 定 的 变化 范围 中 ,需要 有 个 专门 的 程序 包 , 其 中 包括 各 种 特殊 
的 格式 与 各 种 特殊 的 处 理 . 

对 于 一 些 捍 曲 不 太 闫 重 的 流体 力学 运动 ， 可 雇 采 用 Lagrange 
方法 ， 计 算 结 果 半 多 种 介质 运动 整体 或 局 部 的 变化 都 能 描写 得 比 
较 细致 ， 对 于 有 较 大 变形 的 流 场 ， 采 用 Lagrange 方法 进行 计算 
时 ,机 出 现 两 格 略 形 与 网 格 相 交 :使 得 计算 不 能 进行 下 去 。 对 于 这 
些 网 格 要 进行 事前 划分 ， 重 分 是 在 Euler KEETA. Л 
计算 一 步 或 者 干 步 将 Lagrange 网 格 重 新 划分 ,使 得 扭曲 成 畸形 的 
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BW pu Et ЛХ АЖЕ ЖЕНИЛ, 新 网 格 上 的 物理 量 可 以 从 原 网 格 
工 的 物理 量 利用 守恒 原则 来 进行 分 配 ， 这 样 做 靶 可 以 使 计算 继续 
进行 下 去 ， 严 格 地 说 不 再 是 纯粹 追踪 流体 运动 的 Lagrange 方法 
Т. 

对 于 有 大 变形 的 流体 运动 场 的 计算 ，Euler 方法 比较 合式 ; 没 
有 网 格 相 交 的 问题 ， 但 是 当 流 场 中 包含 多 种 流体 介质 时 ， 会 出 现 
同一 网 格 中 有 一 种 以 上 的 流体 介质 的 混 合 网 格 。 如 何 计算 混合 网 
格 中 的 物理 量 , 如 何 计算 混合 网 格 向 周 图 网 烙 的 各 种 输 运 量 ,又 如 
何 来 明确 介质 之 间 的 分 界面 等 问题 ， 是 二 维 非 定常 流体 运动 计算 
的 一 个 重要 研究 课题 ， 

在 网 格 中 的 介质 可 以 用 着 干 个 质点 来 表示 ， 每 个 质点 带 有 蘑 
种 介质 的 质量 ， 质 量 的 输 运 可 以 用 质点 的 输 运 来 表示 类似 地 还 
可 以 处 理 动 量 与 能 量 的 输 运 。 这样 做 法 可 以 计算 好 具有 多 种 介质 
的 大 拢 动 的 流体 运动 。 但 是 要 得 到 具有 术 当 精度 的 计算 结果 ， 需 
要 有 很 多 的 网 格 与 很 多 的 质点 。 对 于 每 个 网 格 不 仅 要 有 介质 的 状 
态 参数 与 运动 参数 ， 还 要 有 质点 的 参数 . 这样 计算 量 与 存 贮 量 都 
很 大 。 这 就 对 使 用 这 种 处 理 方法 带 来 了 限制 ， 如 果 有 高 速度 与 大 
容量 的 超 记 型 计算 机 可 供 使 用 的 话 ， 那 末 这 种 方法 是 比较 成 功 的 
办 法 ,甚至 于 还 可 以 在 网 格 中 取 用 比较 多 的 质点 ,并 且 质 点 可 以 带 
有 更 多 的 参数 ,使 混合 网 格 的 描述 更 为 细致 ， 但 在 通常 的 情况 下 ， 
人 们 还 得 在 减少 计算 量 与 存 贮 量 上 想 办 法 ， 璧 如 ,只 在 混合 网 格 ，、 
旧 直 曾 网 格 与 尽量 少 的 邻近 殉 格 内 攻 些 质点 ， 或 只 用 标记 点 来 代 
埠 质 点 ， 这 样 就 减少 了 数据 存 贮 量 。 可 以 把 在 混合 亢 格 中 不 同 介 
质 的 分 界面 归纳 成 若 千 种 简单 的 情况 ， 从 而 来 设计 混合 网 格 的 各 
种 输 运 量 的 计算 办 法 。 当然 不 同 的 处 理会 产生 很 不 械 局 的 效果 
R3. 
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在 本 书 中 着 重 讨论 以 下 几 个 方面 的 问题 ， 
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ЖЖ ЙЕ, S: Fl Lagrange 坐标 系 是 合 
4. ЖР АКИЙ ЛЕВ НЕА 5, ЧЁ] Euler 坐标 系 是 合适 
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往往 是 有 多 种 介质 的 ,所 以 实际 上 Lagrange 与 Euler ДАК О 
种 耦合 才 是 经 常 使 用 的 .耦合 的 方式 是 多 种 多 样 的 ,例如 ，Lagra- 
пре 网 格 在 Euler ХХ, 不同 流 体 区 域 或 不 同 介质 
分 别 采 用 Lagrange 坐标 系 或 Euler 坐标 系 , 用 网 格 与 质点 分 别 刻 
XJ Euler 与 Lagrange 坐标 系 的 特征 等 等 , 

差分 格式 的 设计 是 与 坐标 系 的 选择 、 网 格 的 形状 以 及 运动 特 
殊 机 制 的 限定 (如 滑 移 . 昕 裂 与 磁 撞 等) 有 关 的 。 误差 精 度 、 稳 定性 
质 与 守 惰 性 质 等 在 建立 差分 格式 时 应 该 着 四 著 虑 。 当然 差分 格 
式 可 以 直接 从 流体 力学 Lagrange АЕ: Euler 坐标 系 的 运动 
方程 组 离散 化 得 来 的 ， 更 多 地 可 以 从 运动 两 格 的 积分 守恒 方程 组 
离散 化 来 设计 .这 样 做 会 有 较 好 的 守恒 性 质 , 较 自 然 地 来 建立 各 种 
输 运 量 的 计算 公式 ,对 于 信守 恒 方程 出 发 的 差分 格式 ,在 计算 过 程 
中 ,差分 质量 .动量 与 总 能 量 守 恒 会 出 较 好 的 、 但 有 时 动能 与 内 能 
这 些 分 能 量 守 模 得 不 很 理想 ， 蕉 至 于 误差 不 小 ， 所 以 可 以 从 能 量 
微分 方程 出 发 来 建立 差分 格式 .这样 ， 动 能 与 兴 能 等 这 些 分 能 芒 
计算 误差 会 小 些 ， 而 差分 总 能 量 守 慑 只 能 是 近似 地 保持 了 ， 可 以 
把 总 能 量 的 守恒 误差 来 作为 计算 过 程 有 没有 偶然 性 误差 与 精度 不 
够 而 积累 过 大 的 检查 标志 量 ， 所谓 完 全 守恒 差分 格式 就 是 从 能 最 
微分 方程 出 发 建立 的 ,而 又 使 得 差分 总 能 量 保持 守恒 的 差分 格式 ， 
在 二 维 运 动 问题 中 ， 完 全 守恒 性 也 往往 是 只 对 部 分 计算 过 程 而 音 
的 ,有 时 还 要 堵 虑 到 二 层 以 上 的 差分 格式 ， 

访 体 运动 方程 组 的 解 是 可 以 间 煌 的 ,间断 线 或 面 是 未 知 的 ,是 
ПАРЕ. МЕНЯ ПЕН PR E 3 25 HE UE 
ЧН БУ 75 8) КЖ. ЖЕЛЕ, 
zr — ЗЕЕ ЯК ЛЕВИН ЗЕЕ, 可 以 在 运动 方程 组 中 ,人 为 好 
增加 一 些 起 粘性 作用 的 项 这些 项 可 以 是 线性 或 非 线性 的 ， 可 以 
是 标量 型 、 同 量 型 或 张 量 型 的 。 这些 项 的 形式 尽 基 接近 于 流体 运 
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动 真实 粘性 项 的 形式 . 也 可 以 在 对 微分 方程 离散 化 时 ， 从 计算 方 
倒 , 扩 散 黎 应 \、 粮 的 特性 等 其 至 人 们 的 意愿 的 考虑 增加 一 些 格 式 粘 
性 项 . 

ЯРКАЯ ЛАВ, ВАН ES sabe 
等 的 处 媳 在 计算 方法 设计 中 是 不 可 各 免 的 ， 混 合 网 格 计算 是 很 顺 
过 着 重 研究 的 问题 ， 所 谓 处 理 方法 包括 混合 网 格 中 介质 之 间 分 界 
面 的 处 理 ， 网 格 运动 参量 与 状态 参量 的 计算 与 平均 以 及 各 种 输 运 
量 生 不 同情 况 的 计算 方法 等 ， 不 同 的 处 理 方法 ， 计 算 结果 可 以 有 
个 同 的 计算 量 与 不 同 近 似 程 度 ， 温 合 殉 格 的 处 理 方法 对 于 合并 网 
格 与 分 细 网 格 的 处 理 是 有 用 的 ， 因 为 流体 流 场 有 些 部 分 是 很 平整 
的 ,可 以 采用 大 网 格 ， 有 些 部 分 变化 激烈 ,采用 小 网 格 仍 可 以 有 沪 
f WHO, 

НРБ REDE DS SERERE Zeb ЕИ CL ВЕ ШЕ BO IR 
制 。 二 维 非 定常 流体 运动 计算 方法 的 研究 实际 上 是 针对 有 一 定 范 
围 的 特定 旋 体 运动 过 程 的 计算 目的 来 设计 一 套 计 算 方法 与 处 理 方 
法 。 前 几 节 提 到 的 几 个 方面 是 这 种 设计 中 需要 研究 的 问题， 它们 
之 间 是 关联 车 的 ,因此 在 本 书 中 对 它们 的 讨论 是 交错 着 进行 的 .在 
各 个 章节 中 ,讨论 了 在 不 司 的 情况 下 ,可 以 采用 的 各 种 办 鞭 。 这些 
分 析 与 讨论 为 读者 在 研究 与 设计 方法 时 提供 依据 . 
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法 > 而 有 局 未 性 的 类 比 , 外 推 ,内 插 等 方法 ,类 比 于 各 种 典型 问题 的 
知识 与 类 比 于 相近 的 研究 结果 . 因此 这 些 讨论 的 确立 应 该 有 实际 
计算 效应 的 验证 ， 亲 一 些 具有 解析 解 . 近 似 解 析 解 .近似 特征 量 或 
近似 数值 解 的 典型 问题 的 计算 结果 来 验证 方法 的 可 靠 程度 ， 除 了 
这 些 典 型 问题 结果 的 比较 外 ，、 还 应 把 这 些 方法 大 量 应 用 于 实际 模 
型 计算 ,从 而 发 现 潜在 的 问题 , 作 改 进 与 研究 ,有 过 这 些 经 历 以 后 ， 
计算 方 靶 与 处 理 方法 才 算 有 了 基础 ， 
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在 本 书 中 讨论 的 主要 计算 方法 与 处 理 方 法 大 都 有 过 典型 问题 
的 计算 比较 ， 而 且 在 实际 应 用 问题 上 使 用 过 ， 因 此 这 些 计算 方 靶 
与 处 理 方 落 是 有 过 验证 的 , 基 可 以 使 用 于 实际 问题 的 计算 的 ， 

由 于 篇 址 的 限制 ， 本 书 中 没有 提供 这 些 计 算 方 法 与 处 理 方法 
的 验证 例子 与 应 用 例子 。 这 应 该 算是 本 书 的 一 个 不 足 之 处 ， 

对 于 通常 的 二 维 非 定常 流体 力学 运动 问题 ， 即 使 几何 结构 不 
是 太 复杂 的 情况 ， 计 算 工 作 量 与 数据 存 贮 量 都 是 很 大 的 .对 于 有 
一 定 复杂 性 的 结构 ,巨型 计算 机 也 不 会 是 很 宽 余 的 ， 有 些 情 况 , 可 
以 不 增加 总 计算 量 , 只 在 算法 上 作 些 改进 ,就 可 以 提高 计算 的 并 行 
E. 但 大 部 分 的 情况 ,还 是 要 增加 些 总 计算 早 , 来 提高 计算 的 并 行 
讼 ， 只 有 "得 "多 于 “和 失 *”， 就 可 以 利用 计算 机 中 并 行 部 件 缩短 总 计 
ЖЕ ПЕН ЙЕ М. 

在 使 用 多 机 系统 时 ， 一 个 问题 可 以 分 成 几 块 来 计算 ， 因 此 不 
始 问题 的 计算 变 成 了 分 块 同 题 计算 的 一 个 兴 代 过 程 ， 这 样 的 简单 
处 理 。 反 而 会 增加 计算 量 与 计算 时 间 .。 如果 分 块 问题 本 身 计算 的 
从 代 过 程 与 分 块 问题 的 选 代 过 程 组 合成 -- 个 原始 问题 的 达 代 过 
程 ， 就 有 可 能 缩短 计算 时 间 . 同样 对 于 多 指令 流 系统 也 需要 在 算 
法 与 程序 上 的 考虑 才能 发 挥 机 器 系统 的 作用 . 

多 重 网 格 法 与 网 格 自动 设置 等 处 理 方法 的 应 用 也 可 以 缩短 计 
算 时 间 与 提高 程序 自动 处 理 的 能 力 . 

总 之 ,对 于 像 二 维 非 定常 流体 力学 运动 计算 ,这 种 大 型 科学 计 
算 课 题 ,应 该 研究 缩短 计算 时 间 的 问题 。 越 是 大 型 的 计算 课题 , 越 
有 潜力 发 挥 并 行 部 件 与 多 指令 流 系 统 的 作用 . 

算法 与 程序 的 研究 在 二 维 非 定常 访 体 力学 问题 计算 中 的 作用 
也 是 本 节 设 有 涉及 到 的 课题 .这 是 个 极为 重要 的 谍 题 。， 有 待 来 日 
讨论 吧 ! 
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二 维 非 定常 可 压缩 理想 流体 力学 计算 方法 的 研究 开始 于 五 十 
年 代 中 期 .到 了 六 十 年 代 , 二 维 流 体力 学 计算 方法 的 研究 进 人 了 一 
个 鼎盛 的 时 期 ;人 们 发 表 了 大 量 的 关于 计算 格式 的 文章 ,并 编制 了 
许多 计算 程序 。 在 六 十 年 代 末 期 Harlow (1969) 曾经 编辑 了 一 
个 二 维 流体 力学 计算 方法 评述 性 的 目录 ， 列 举 了 一 百 多 篇 文献 和 
几 十 种 程序 。 二 维 流体 力学 计算 方法 之 所 以 出 现 这 种 百花 齐 放 的 
局 面 ,主要 是 由 于 二 维 流体 力学 中 的 运动 图 象 极其 复杂 ,很 难 构造 
出 一 种 普遍 适用 的 格式 ， 能 定量 地 (或 至 少 是 定性 地 ) 确 定 各 种 各 
样 的 图 象 来 。 事实 上 , 对 于 不 同 的 模型 往往 需 变 采用 不 同 的 格式 
进行 计算 ;有 时 甚至 对 于 一 个 运动 中 的 模型 的 不 同 发 展 阶 段 ,还 要 
采用 不 同 的 格式 ,才能 把 整个 运动 过 程 计 算出 来 . 

二 维 流体 力学 计算 方法 按 其 采用 Euler 坐标 系 还 是 Lagrange 
坐标 系 而 分 为 Euler 方法 和 Lagrange 方法 两 大 类 ， 

由 于 在 一 维 流体 力学 运动 中 质 团 是 “有 序 * 的 ， 因 而 采用 拉 民 
方法 是 十 分 有 效 的 ， ЖАЛНЫ von Neumann-Richtmyer (1950) 方 
法 就 是 Lagrange У. МИРЕ ERAH Lag- 
range 方法 来 解 二 维 流体 力学 问题 。 五 十 年 代 中 期 Kolsky(1955) 
构造 的 第 一 个 二 维和 格式 是 采用 了 跟 隙 质 团 的 Lagrange 方法 . 
Lagrange HHA EAA, Lagrange 坐标 系 中 的 流体 力学 方程 的 
形式 比较 简单 ,不 出 现 输 运 项 ,因而 容易 建立 精确 度 较 高 而 又 稳定 
的 格式 . 由 于 Lagrange В РЕВ, ЕЖЕ 
包含 多 种 物质 的 系统 ， 而 且 不 同 物质 间 的 界面 也 能 清晰 地 表示 出 
来 ， 窒 直面 的 处 理 也 很 方便 ， 此 外 Lagrange 方法 容许 在 局 部 区 
UN SPUR. 便于 得 到 一 些 比 较 精 细 的 物理 力学 图 象 。 但 是 由 于 
二 维 流体 运动 中 可 能 出 现 严重 的 扭曲 现象 ， 因 而 会 造成 拉 氏 陨 格 
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相交 ,以 致 于 计算 不 能 继续 下 去 ， REE РЕ ЖК) 
重 的 力学 模型 ，Lagrange 方法 仍 不 失 为 一 种 有 效 的 方法 。 因此， 
在 Kolsky 以 后 ,有 不 少 作 者 ,例如 Goad (1960), Schulz (1964), 
Wilkins (1964), Fritts, Boris (1979) 等 人 都 对 Lagrange 方法 作 
了 进一步 的 研究 ， 建 立 了 一 些 格式 ， 并 编制 了 -- 些 程序 (例如 ; 
MAGEE, TENSOR, HEMP, TOODY %). 

УА Lagrange 方法 网 格 相交 的 一 个 有 将 措 施 是 重 分 网 格 ( 见 
Browne (1966) 的 报告 )。 这 就 是 每 一 步 ( 对 时 间 步 长 而 言 ) 或 相 
RAT if Lagrange 网 格 重 新 划分 、 把 由于 招 曲 而 显得 畸形 的 
网 格 换 成 尽 可 能 规整 的 新 网 格 . 新 网 烙 的 力学 量 根 据 旧 网 格 上 
的 力学 量 按照 质量 、 动 量 、 能 量 守 人 恒 的 原则 加 以 重新 计算 . 当 
ЖК» 这 样 的 Lagrange 方法 ,严格 说 来 , 已 经 不 青 是 跟踪 流体 质 团 
的 Lagrange 方法 ， 而 是 一 种 下 面 变 提 到 的 任意 方法 了 。 此 外 ， 
Browne, Wallick (1971) 还 对 克服 Lagrange ТЖ 
列 其 它 的 措施 ，Crowley (1970) ДИНА ARA Ru Ж 4 NX 
ВЈ ЖЕ Жа Ж, Т Hh Lagrange 方法 ”(FLAG 方 法 ) 。 

{Е Lagrange 方法 中 速度 离散 化 以 后 的 值 往往 取 在 网 格 的 角 
瓜 处 ,这 就 意味 着 假定 了 在 网 格 前 点 (包括 位 于 接触 间断 面 上 的 两 
略 角 后) 处 速度 是 连续 的 。 因 此 如 果 不 加 特殊 处 理 , 这 样 构造 的 格 
式 是 不 能 表现 出 接触 同 断 面 处 渭 移 现 象 的 。 解决 这 个 问题 的 办 
医 是 在 接触 间断 面 两 侧 分 别 计算 不 同 的 切 疝 速度 ， 但 是 在 数值 计 
算 中 ,由 于 把 微分 化 为 差分 , 曲线 用 折线 近似 , ВЕ РАШ ДЕ р: Ж 
移 面 责 侧 分 别 计 算 切 向 速度 ,从 而 定 出 角 点 的 位 置 来 ,那么 就 会 出 
现 两 侧 界 面 合 不 拢 ,产生 界 曾 分 离 或 涂 透 的 现象 。 因而 Grandey 
(1961) 和 Wilkins (1964) 部 建议 采用 * 主 从 界面 * 的 方法 , BD 
定 消 移 面 两 侧 的 物质 有 一 个 为 “ 主 ”, 另 一 个 为 “从 ”. (в 
ARI BU E REDIS М”). 界面 的 运动 根据 主 介质 区 的 
压力 分 布 来 进行 计算 ,从 介质 看 成 是 沿 一 个 固定 边界 在 运动 ,现在 
有 不 少 Lagrange 方法 的 程序 , 例如 HEMP, TOODY, TENSOR 
都 包 含有 滑 移 面 的 计算 ,其 处 理 方法 也 水 完全 相同 。 
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Emi Euler 方法 有 Русанов (1961) 的 格式 和 Rich (1963) 
的 格式 ， 后 者 议 后 发 展 为 Geutry, Martia, Daly (1966) 的 流体 
网 格 法 (FLIC 方法 )， 这 种 方法 在 苏联 被 Белоцерковский, Ma- 
выдов (1971) 称 之 为 “大 质点 法 ”. Euler 方法 当然 不 出 现 网 格 相 
变 的 问题 , 它 适 宜 于 计算 扭曲 严重 的 问题 .但 是 当 孙 统 中 包含 多 种 
物质 { 包括 自由 面 ) 的 时 候 ，Eautier 方法 又 磁 到 国难 了 ， 这 是 因为 
在 流体 运动 的 过 程 中 一 定 会 出 现在 一 个 Euler 网 格 中 含有 两 种 或 
两 种 以 上 物质 (下 面 把 这 样 的 网 客 称 为 混合 网 格 ) 的 情形 ， 如 采 要 
计算 混合 网 格 中 的 力学 量 , 以 及 混合 网 格 向 周围 网 格 ( 可 能 是 混合 
网 格 也 可 能 不 是 混合 网 格 ) 输 运 的 是, 就 需要 特别 加 以 处 理 ， 

早期 发 表 的 在 Euler 算 形 两 烙 上 计算 多 种 介质 的 方法 是 质点 
БУ БЕ (РІС F) 它 的 思想 和 做 法 对 以 后 许多 二 维 流 体力 学 
计算 方法 都 有 较 深 的 影响 ， 关 于 PIC 方法 的 比较 完整 、 全 面 的 总 
#5 21, Harlow (1964) 和 Amsden (1966) 的 文章 ， 在 PIC Jj 
法 中 流体 上 其 有 两 重 性 , 即 一 方面 拒 汶 体 看 成 基 连 续 介 质 , 从 而 在 没 
有 物质 输 运 的 情况 下 计算 流 场 的 变化 ; 另 一 方面 又 把 流体 看 成 是 
若干 个 带 有 一 定 质 量 的 质点 ， 然 后 在 固定 的 Euler 矩形 网 格 上 研 
究 这 些 质 点 的 运动 ;以 及 质量 ,动量 和 能 量 的 输 运 。PIC 方法 具有 
一 般 Euer 方法 所 具有 的 优点 ,能够 计算 扭曲 比较 严重 的 二 维 流 
体力 学 模型 ; 同时 由 于 引入 了 相当 于 Lagrange 质量 团 的 质点 ,又 
避免 了 一 般 Euler 方法 的 缺点 , 具有 计算 多 种 物质 和 处 理 自由 面 
运动 的 能 力 。 因而 是 一 种 比较 成 功 的 方法 . 但 是 由 于 引进 了 质 
AA. ЛЕТНЕЕ, 而且 还 要 计算 和 存 贮 质 
点 的 参量 ,因而 这 种 方法 对 机 器 的 速度 和 存 贮 量 的 要 求 比较 高 .到 
了 六 十 年 代 中 期 , 在 最 初 由 Harlow, Welch (19653) 发 表 的 计算 
不 可 正 粘 性 流体 力学 的 标志 网 客 法 《MAG 方法) 中, 把 质点 换 成 
了 无 质量 的 标志 ， 对 计算 多 种 物质 的 系统 很 有 成 效 ， 这 种 作法 以 
后 发 展 为 只 在 两 种 物质 界面 两 侧 两 三 个 网 格 肉 安放 一 批 代 表 不 同 
物质 的 不 同 的 标志 .然后 眼 啼 这些 标 志 来 计算 瀑 合 网 格 的 力学 量 
及 其 向 届 转 网 格 输 运 的 量 ，Harlow，Amsden【〔19741 在 GILA 方 
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除了 用 质点 或 标记 外 ,在 Euler WifE ЕК Ж#& $h л ВУ ШЖ 
型 ,还 有 两 种 完全 不 同 的 做 法 。 一 种 是 在 Euler р Wë pz 
面 的 位 置 ， 例 如 Noh (1964) 的 CEL 方法 和 Hageman, Walsh 
(1971) 发 表 的 HELP 程序 就 是 梁 用 了 这 种 做 法 .这 样 ,从 原则 
上 来 说 ,在 一 个 网 格 中 那 一 种 物质 占据 那 一 部 分 位 置 就 很 清楚 了 ， 
于 是 就 可 以 以 此 为 根据 来 计算 混合 网 格 中 的 力学 量 和 通过 它 边 上 
的 输 运 景 。 但 是 在 机 器 上 实现 这 样 的 计算 是 一 项 十 分 复杂 的 工 
作 . 另 一 种 作法 则 不 要 求 定 出 界面 的 位 置 ,而 只 要 知道 哪些 耻 格 是 
混合 网 格 , 就 知道 界面 位 于 哪些 网 格 之 中 .或 者 知道 哪 两 个 相 邻 的 
网 格 中 包含 的 是 不 同 的 物质 、， 则 这 一 对 网 格 的 共同 边界 就 是 物质 
者 面 。 然 后 利用 贡献 网 格 或 接受 网 格 不 同 物质 的 体积 份额 或 质量 
份额 来 确定 通过 网 格 边界 输 运 量 中 不 同 物质 所 占 的 份额 ， Kersh 
ner, Mader (1972) 发 表 和 的 2DE 方法 各 徐 国 荣 等 (1980) 都 是 这 
样 来 处 理 多 种 物质 的 计算 的 。 Моћ, Woodward (1976) 在 利用 
SLIC 方法 计算 混合 网 格 向 周围 网 格 输 运 时 ,把 混合 网 格 中 不 同 流 
体 的 位 置 图 式 化 ， 从 而 可 以 处 理 在 一 个 混合 网 格 中 含有 任意 多 种 
物质 的 情形 ， 

对 本 Euler 举 标 系 中 的 流体 力学 方程 组 的 盖 分 方法 ,需要 特 
别 加 以 注意 的 是 通过 两 格 边 界 输 运 量 的 计算 格式 的 选取 ， 如 果 简 
单 地 了 糖 确 度 较 高 的 中 心 差分 ， 则 格式 不 稳定 。 用 贡献 网 格 法 建 
立 起 来 的 格式 是 稳定 的 ,但 只 有 一 阶 精 确 度 .按照 Hir (1968) 的 
理论 ,任何 稳定 的 流体 力学 方程 组 的 差分 格式 , 都 包含 有 , 或 者 是 
格式 本 身 所 陷 含 的 ,或 者 是 外 加 的 粘性 (扩散 ) 项 ,前 者 称 为 格式 粘 
性 ,后 者 称 为 人 为 粘性 ， 格 式 粘 性 一 方面 使 间断 解 光滑 化 ,合格 式 
RE 同时 另 一 方面 也 是 计算 误差 的 一 个 来 源 。 因 此 ,七 十 年 代 以 
来 出 现 了 一 些 方 法 和 技巧 ,其 共同 点 是 在 保证 格式 稳定 的 前 提 下 ， 
尽 可 能 宵 除 格式 粘性 所 带 来 的 误 盖 ,以 提高 计算 的 精确 宣 , 改 进 计 
算 结 果 . Boris, Book (1973, 1976s, b) 提出 了 流 校正 输 运算 法 
(ЕСТ 算法 )。 它 是 在 用 给 定 的 格式 算出 结果 后 , 对 结果 进行 一 亚 
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加 工 处 理 的 方法 。 这 种 算法 相当 于 在 方程 右 端 加 上 一 项 系数 为 负 
的 二 阶 导数 项 ( 反 扩 散 项 )。 这 一 步 的 处 理 要 保持 格式 的 稳定 性 ， 
力学 量 的 守恒 性 ， 以 及 其 些 力 学 重 (例如 密度 、 内 能 ) 的 非 负 人 性 . 
Harten (1977, 1978) 的 人 工 压 缩 法 (ACM)， 则 是 将 激 波 的 过 
渡 区 变 座 ,特别 是 将 接触 间断 的 过 滤 区 路 制 在 几 个 网 格 之 内 ,使 其 
不 随时 间 步 长 数 的 增加 而 扩大 . 

对 于 Euler 坐标 系 中 的 二 维 蔽 体力 学 方程 ,从 六 十 年 代 以 来 ， 
建立 了 大 量 的 高 阶 精 确 度 的 显 式 格式 . 这 里 的 所 谓 高 阶 精确 度 是 
指 差分 格式 的 截断 误差 对 时 间 和 空间 步 长 都 至 少 是 二 阶 的 ， 这 方 
面 工作 的 开展 是 由 于 二 维 流 体力 学 的 数值 计算 ， 如 果 企 图 用 加 
细 网 格 的 办 法 来 所 高 解 的 精确 度 ， 就 势必 要 求 电子 计算 机 的 容量 
和 速度 都 很 高 。 因此 人 们 设想 能 否 用 比较 精确 的 差分 格式 , 在 比 
较 粗 的 网 格 上 , 计算 出 满意 的 结果 来 。Lax，Wendroff 《1960》 就 
一 维 流 体力 学 Euler 守恒 形式 的 方程 建立 了 一 个 二 阶 精确 度 的 显 
式 格式 ，Richtmyer《1963) 则 用 两 步 法 得 到 一 个 二 阶 精 确 度 的 格 
XX. Lax, Wendroff (1964) 随后 又 把 高 阶 精确 度 的 格式 推广 到 
二 维 去 ,但 是 这 个 格式 在 实际 运算 过 程 中 包含 有 上 矩 距 的 乘积 ,运算 
EDDA. Burstein (1967) 改进 了 他 们 的 算法 , 把 它 发 展 成 为 一 个 
二 步 法 ， 其 后 Strang (1968), Gourley, Morris (1970), МаеСог- 
mack (1970) 等 人 又 先后 发 表 了 一 些 关 于 解 双 曲 型 方程 组 的 一 步 
法 和 多 步 法 的 文章 ,以 上 提 到 的 这 些 格式 的 截断 误 莽 都 是 二 阶 的 . 
Rusanov (1970) 和 Burstein, Miria (1970) 还 建立 了 三 阶 精确 度 
的 和 格式。 Zwas, АЪагЬапе! (1971) 刚 建立 了 四 阶 精 确 度 的 格式 
这 些 高 阶 精 确 度 的 格式 ,由 于 是 纯粹 的 Euler 方法 ,因而 适合 于 计 
算 单 种 介质 的 模型 . 也 有 利用 这 种 格式 解 非 定 常 方程 , 让 时 间 计 
算得 充分 长 。 以 有 逼近 定常 向 题 的 解 。 DUE Lax-Wendroff 格式 曾 
被 用 来 计算 狼 罕 通道 里 的 冲 激 波 流 ， Burstein 也 曾 用 他 们 的 二 步 
法 计算 过 定常 脱 休 激 波 。 此 外 , 高 阶 精确 度 格式 在 一 些 磁 流体 力 
学 计算 中 也 得 到 应 用 ， 

很 多 高 阶 精 确 讼 格式 都 是 守恒 型 差分 格式 。Lax-Wendroff 
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(1960) 证 明了 与 氢 线 性 守恒 律 组 相 容 的 守重 型 差分 格式 的 解 , 当 
空间 和 了 时间 步 长 趋 于 零 时 ， 如 果 极 限 函 数 一 致 有 界 并 几 平 处 处 政 
Як, 则 它 一 定 是 该 守恒 律 组 的 弱 解 。 由 于 拟 线 性 双 曲 型 方程 的 高 
解 是 不 唯一 的 ,只 有 满足 焕 条 件 的 物理 解 才 是 唯一 的 ,因此 产生 了 
守恒 型 莹 分 格式 的 解 是 否 收效 于 物理 解 的 问题 , MacCormack， 
Panllay (1974) 用 一 维 MacCormack 格式 计算 了 Burgers 方程 
的 初始 间断 分 解 问题 并 且 用 二 继 ”MacCormack 格式 计算 了 一 个 
超声 速 流通 过 对 称 双重 模 的 间 题 ， 所 得 到 的 结果 都 不 是 物理 解 . 
Harten, Hyman, Lax (1976) 用 Lax-Wendroff 格式 计算 一 维 单 
个 生生 律 的 初始 间断 分 解 问 题 , 也 得 到 了 不 满足 粮 条 件 的 弱 解 .他 
们 对 于 单个 一 维 守 恒 律 ,证 明了 当空 间 和 时间 步 长 趋 于 堆 时 ,单调 
守恒 型 莹 分 格式 的 解 , 如 果 一 致 有 办 并 几 平 处 处 收 伍 , 则 一 定 收 伍 
于 物理 解 、 在 这 以 后 对 于 单个 守恒 律 的 守恒 型 荣 分 格式 的 研究 有 
不 少 工作 。 对 于 方程 组 Lax (1971) 证 明了 当空 间 和 时 间 步 长 趋 
ТЖ, Lax 格式 的 解 如 果 一 数 有 界 并 几乎 处 处 收 伍 , 则 极限 函 
X BE НА, 

TEAR py FRAU — E Fe en Ut ЖИНИ ЕН, lin Lax № А Don- 
Унов (1959) 格式 等 都 是 一 阶 精确 度 的 。 Годунов 格式 和 一 般 格 
式 不 同 之 点 是 在 于 它 不 是 用 网 和 格 过 界 两 侧 中 心 量 的 某 种 数学 平均 
来 内 擂 网 格 边界 上 的 值 ,而 是 根据 网 格 中 心 的 力学 状态 , 求 出 间断 
分 解 的 精确 值 来 作为 网 格 边界 上 的 鞋 ， 这 种 方法 对 于 许多 力学 问 
题 的 计算 都 是 很 有 效 的 。 特别 需 要 指出 的 是 Glimm (1965) 445 
利用 Годунов 格式 在 引入 一 个 随机 变量 后 构造 了 拟 线 福 双 曲 型 
守恒 律 组 初 值 问题 的 解 ， 从 而 证 明了 大 范围 弱 解 的 存在 性 . 只 是 
Glimm 的 证 明 对 初始 条 件 有 很 严格 的 限制 , 他 假定 了 初 值 费 近 似 
地 等 于 一 个 常数 。 从 那 时 起 有 不 少 作者 企图 将 Glimm 构造 解 的 
方法 改进 为 一 种 实际 可 用 的 计算 方法 ,但 是 由 于 解 的 精确 度 不 高 ， 
同时 又 比 其 它 方法 化 费 更 多 的 计算 时 间 , 因 而 一 直 记 得 不 够 成 熟 ， 
后 来 Chorin (1976. 1977) 将 这 种 方法 应 用 到 包含 化 学 反应 的 流 
体力 学 (例如 将 党 问题 ) 的 计算 中 取得 了 成 功 ， 现 在 一 般 称 这 种 方 
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法 为 Glimm ERBIA (RCM Я). 

FIT Lagrange 方法 和 Euler 方法 各 有 其 优 缺 点 ， 也 就 是 各 
有 其 适应 的 对 象 和 范围 ,因此 逐渐 发 展 了 一 些 Euler 和 Lagrange 
想 结 合 的 方法 , 这 些 方 法 发 挥 各 种 方法 的 长 处 而 和 避免 其 弱点 ， 前 
面 提 到 的 PIC 方法 就 是 属于 这 一 类 型 的 . Frank, Lazarus (1964) 
提出 了 以 一 个 空间 坐标 取 作 国定 的 Euler ARR. ИЯ — НА 
标 取 作 Lagrange ВЕ G Euler-Lagrange У; Noh (1964) 
的 耦合 Euler-Lagrange 方法 (CEL 上 方法} 则 是 将 求解 区 域 划 分 为 
若干 子 区 域 , 在 一 些 子 区 域 上 用 Euler 方法 ,而 在 另 一 些 子 区 域 上 
用 Lagrange У. Hirt, Amsden, Cook (1974) 发 表 的 任意 Lag- 
range-Euler 方法 (ALE 方法 )， 它 的 网 格 既 不 是 Lagrange 的 ， 
也 不 是 Euler 的 ,而 是 每 隔 一 个 或 几 个 时 间 步 长 ,根据 计算 要 求 ， 
按照 一 定 规则 ,构造 新 的 网 格 ， 所 有 这 些 人 性 窗 Lagrange-Euler 77 
法 都 有 一 个 在 给 定 边界 的 区 域 上 如 何 构 造 合适 的 网 格 的 问题 ， 七 
十 年 代 雇 来 有 不 人 少 作者 ,例如 Barfieid (1970 a,b), Amsden, Hirt 
(1973b), Белинский, Годунов, Иванов, Яненко (1975) 等 ,研究 
了 如 何在 给 定 的 区 域 上 按照 一 定 的 要 求 来 构造 网 格 的 问题 . 

上 面 提 到 的 格式 都 是 显 式 格式 ,其 计算 时 间 步 长 需要 满足 
Courant, Friedrichs, Lewy (1928) 条 件 ( 简 称 为 CFL. 条 件 或 
Courant 条 件 ), 显 式 格式 才 可 能 稳定 . 这 个 条 件 规定 时 间 步 长 是 
随 着 声速 的 增 大 而 减 小 的 . 如 果 声 速 和 流体 速度 相 比 不 是 很 大 , 则 
CFL 条 件 就 不 是 很 苛刻 的 . 但 是 如 果 声 速 比 起 流体 速度 来 很 大 ， 
则 CFL 条 件 对 时 间 步 长 的 限制 就 显得 太 严 格 了 . MERABRE 
式 ,时间 步 长 的 选取 只 要 和 流体 速度 成 反比 就 可 以 了 . 因此 隐 式 格 
式 运 用 于 计算 从 低 速 流 到 高 速 流 的 各 种 情况 . 早 在 六 十 年 代 初 
Hain 等 (1960) 在 解 一 维 磁 流体 力学 方程 组 时 就 采用 了 隐 式 格式 . 
以 后 ,Hain(1967) 又 把 这 种 方法 用 来 解 二 维 问题 , 但 是 他 的 方法 
限制 状态 方程 取 理 想 气 体 的 形式 .Harlow，Amsden(1968) 提 出 了 
隐 式 连续 流体 Euler 方法 (ICE 方法 ) ,但 也 限于 形式 比较 简单 的 
状态 方程 .这 里 对 状态 方程 形式 的 限制 ,主要 是 迭代 求解 差分 方程 


"хіх " 
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组 所 要 求 的 .七 十 年 代 初 ,Harliow，Amsden (197150 ЖЖ 
ВУ ЖА У УЖЕ ГПА. DIR Harlow, Amsden(1974) 
Х.О ЕВ Euler 方法 发 展 为 能 计算 多 种 物质 的 GILA 方法 ， 
并 采用 了 Chorin, Hirt 迭代 格式 ， 

流体 力学 方程 组 的 差分 格式 由 于 是 非 线 狂 的 ， 所 以 它 的 稳定 
性 迄今 汶 止 还 是 一 个 没有 解决 的 问题 .对 于 这 种 复杂 和 的 问题 ,一 种 
简单 处 理 办 靶 是 先 将 差分 方程 组 线性 化 ,并 把 系数 姥 作 常数 ,然后 
用 Lax, Richtmyer (1956) 的 稳定 性 理论 加 以 分 析 ， 最 后 把 所 得 
到 的 稳定 性 条 件 中 所 包含 的 系数 仍然 恢复 到 原来 的 非 线 性 形式 . 
但 是 在 实际 使 用 时 ， 应 注意 到 这 种 线性 化 的 办 法 不 能 分 机 出 非 线 
性 形式 的 不 稳定 性 ， 同 时 在 把 这 些 稳 定性 条 件 当 作 计算 过 程 步 长 
选择 的 依据 时 ,需要 增加 一 些 安全 系数 ,可 用 试 算 的 办 法 来 确定 其 
取 值 的 范围 。 在 六 二 年 代 未 ，Hirt (1968) 旨 出 了 启示 钼 的 稳定 
性 理论 , 专门 用 来 讨论 非 线 性 双 曲 型 方程 的 稳定 性 ,几乎 同时 , 在 
苏联 Яненко, Шокин (1968) 发 表 了 微分 近似 理论 的 文章 ， 以 用 
来 研究 线性 双 曲 型 方程 的 稳定 狂 ， 这 两 种 理论 在 基本 思想 上 是 一 
致 的 , 都 是 把 差分 格式 在 某 确定 点 上 作 Taylor 级 数 近 似 展 开 , 把 
高 阶 项 略 去 ,只 鹤 下 最 低 阶 的 误差 项 .如 果 差 分 格式 和 微分 方程 是 
相 容 的 , 那 末 这 祥 所 得 的 新 的 微分 方程 【Haexko，LUorna WE% 
第 一 微分 近 亿 ) 与 原来 微分 方程 相 比 增加 了 一 些 洛 有 小 参数 的 较 
高 阶 导数 的 附加 项 ，Hirt 认为 原来 方程 的 差分 格式 同 祥 与 其 第 
一 微分 近 羽 相 容 ， 因 而 其 稳定 的 必要 条 忻 是 新 的 微分 方程 的 定 解 
EREE, Яненко, Шокин 则 证 明了 对 于 变 系 数 线性 对 称 双 
曲 届 方 程 组 的 某 些 特殊 格式 ， 第 一 微分 近似 的 适 定 狂 是 差分 格式 
稳定 的 充分 必要 条 件 . Hirt 的 理论 对 分 析 一 些 复 厅 的 非 线 栓 微 分 
方程 的 差分 格式 的 稳定 性 ,尽管 不 是 严格 的 ,但 在 实际 上 是 很 有 用 
HJ. 
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第 一 章 基本 方程 


$1 =# Descartes 直角 坐标 系 中 的 
流体 力学 方程 组 


流体 的 运动 是 用 一 组 青 达 质量 ,动量 ,能登 守 恒 关 系 的 方程 来 
描述 的 。 这 一 组 方程 可 以 写成 偏 微 分 方程 的 形式 , 也 可 以 写成 积 
分 形式 ， 

= Descartes RRRA НЕК ЖЛ д, 
2, з. 洲 虑 一 个 活动 的 区 域 Ze, EAR 9970) 的 速度 为 
D —(D,, D,, D). D жу x€ 822(z) ЖЕ. 1 ох), 
w(x,;) E; E(x, 分 别 表 示 在 x 点 处 + 时 启 的 密度 ,速度 向 量 
与 单位 质量 的 总 能 量 . 速度 向 量 闫 的 三 个 分 量 为 专 , t, a. 单 


位 质量 的 总 能 量 三 是 单位 质量 的 内 能 elx, Р) 与 动能 二 am 之 


ш. 这 里 和 本 章 的 其 余部 分 都 采用 "到 和 约定 ”, 即 在 一 项 中 如 果 
出 现 重复 的 附 标 , 则 对 该 附 标 从 1 到 3 求 和 ， 在 区 域 С) 上 质 
和 量 、 动 量 的 三 个 分 量 与 总 能 量 分 别 等 于 


f edv, Louer 1,2,3, | pEap， 
gt s) 1) 


其 中 体积 元 dV = Чака. EKR ZAO 上 质量 、 动 量 、 总 能 
量 对 时 刘 的 变化 率 就 分 别 等 于 上 述 量 对 时 间 г 的 微 商 : 


d a a 

zi. P, zi. oudV,im1,2,3, Š NEL 
НРА а, 同时 所 沙 叶 的 区 域 ££) 也 是 在 活动 
的 ， 所 以 一 般 说 来 区 域 的 边界 O7 (0 有 质量 以 及 由 这 些 质 量 携 
xd ЕЕ. 这 种 现象 我 们 称 之 为 流体 的 质量 、 动量 和 


能 量 在 区 域 边界 上 的 输 运 。 当 所 车 虑 的 区 于 的 边界 静止 不 动 时 ， 
单位 时 间 内 通过 它 的 面 元 ds 的 质量 输 运 量 就 寺 于 
py ads, 

其 中 v。 是 流体 通过 面 元 4 的 速度 向 量 在 d 的 活 向 上 的 投影 . 
同样 ,单位 时 间 内 通过 面 元 的 动量 和 能 量 输 运 量 分 别 等 于 

ptit ds , pEv,d:, 
ЊЕ 9172917222 А8 2G) 是 活动 的 ;, 它 的 边界 OZA) 的 
ж D, живы оС) КАНЕ в — D. 
AMAK ZU РОЖИ, P {у БЇ Н] P3 ur DZ FR XD Sr. 
622 COR А Et ta a Bk Rk Sp P 


— | plm; — Di) nids, 
Bar) 


其 中 n, m, m 是 IZ) 的 外 法 线 方向 单位 向 量 mn 的 三 个 分 
В.У ЗАНУ п MEDIERNA. HW, абу 
时 间 内 通过 区 域 边界 522(z) 的 动量 的 三 个 分 有 量 和 能 量 的 输 运 量 
分 别 为 


-Í pit, Gu, — Ору йз, == 1,2,3, 
eau 


“一 | РЕ(н; — D; )ni;d:s, 
Өй!) 


按照 质量 守恒 定律 , 单位 时 间 内 区 域 ZO 上 质量 的 变化 就 
等 于 单位 时 间 内 通过 922605 НАВЕ Е, ВА 
2 | PAV = — j p; 一 D)nds, (1.1.1) 


d 


gn ami 
ЕЁ Es RE. IF) ERIT X: 
d — — А с F 
ds NL M eu p) “ D 


这 就 是 质量 守信 方程 的 积分 形式 ， 
动量 的 变化 除了 沽 虚 到 动量 的 输 运 以 外 ， 还 应 考虑 由 于 区 域 
由 的 流体 所 受到 净 作 用 力 的 影响 。 作 用 力 由 两 部 分 组 成 。 一 基质 


= 2 аы 


R JJ. CAERS Е ЕЯ F, 例如 重力 就 是 质量 力 ， 
另 一 部 分 是 作用 在 区 域 圾 面 的 应 力 。 任何 一 点 的 应 力 状态 可 用 
3x 3 矩阵 的 应 力 张 量 IT 来 表示 : 


п-|„ Tn "nf 
жы Æa 2133 
其 中 ox; 代表 作用 在 与 n 提 方 向 垂直 的 面 元 上 的 应 力 Р, # x 
轴 方 向 的 分 量 ， 应 力 张 量 是 个 对 称 张 量 , 即 有 
т " хн, i j= 1,2,3, 

EAEE P, 可 以 用 在 该 面 元 上 的 相互 正 交 的 应 力 来 表 
Ami 

P, = Pn; = H - n. 
м АЈ НЕОБ z 一 (v4) 与 流体 静 压 强 ? 下 
示 为 

mj == — Вир + tii, (1.1.2) 
ХЕ 5, № Kronecker 符号 ， 无 粘性 流体 是 тл tE T ЖИК. 
这 时 应 力 张 量 的 分 量 =; = 一 BP. 


在 Newton 关于 流体 粘 沾 力 的 假定 下 ， 可 以 证 明 粘 性 应 力 张 
量 能 表示 成 


. ды, Ән; , 2 Ou, . 
T, = + + 一 一 0 1223， 
(вины) e (w E „) бы, 
(1.1.3) 
i Hip 是 内 摩擦 系数 或 第 一 烙 性 系数 ，w Кю — 


Ah SEXE. ИЖ a! 是 各 直角 泽 标 的 选取 无 关 的 ， 或 者 , 更 一 般 地 ， 
粘性 应 力 张 量 的 各 分 量 可 以 写成 


rj; = AE, + (#— 2a) (s в + e), i7 1,2,3, 


rú = иб, 12070, i j Ка 1,2,3, (1.1.4) 
其 中 的 es, 0, 构成 的 3x3 矩阵 


2 
1 1 
29 ы 79 (1.1.5) 
P 8, > д, 5, 
正好 是 应 变 张 量 ， 在 三 维 Descartes 坐标 系 中 它 的 具体 形式 为 
д, 1 (Bum + 9) 1 (24 + E 
Өх, 2 Ox, Әл, 2 Әх, Әх, 
1 Ән, Ou, On, 1 Om, Ән, 
-+ (E 十 715 Ән» + | ба. Сш» 
2 (S 52) Bx; 2 (26 o2) 
d (84 + 9% 10 十 очу ou 
2 ах, ое) 2 (= Әх, Өх, ; 
这 样 就 得 到 积分 形式 的 动量 守恒 方程 
=] ps;dV = — | pu; Uu; 一 Di)njd: 
dt 


I Bg 
+ | pF;dV + | . minds i= 1,2,3, (1.1.6) 
mu Bm) 


或 瑟 成 向 量 移 形式 
dt b. |. 6 ( ) | 


+ |. робат + | П - nds, {1.1.5 


Ban 

BÉ fiL RS [B] ВЕ BER SE FEBR T 75 ШЕЛЛИ RL Pr RS НЕ Pk u UR 
外 ,还 有 四 个 方面 的 因素 : 

1)》 作 用 在 区 域 gGG 边界 上 的 应 力 所 作 的 功 

D 质量 力 所 作 的 功 ; 

3) 热传导 .在 扩散 近似 条 件 下 ,热流 量 q = (q,, Ф, Ф) Я 
表示 为 
80 
8x, 
这 里 K 是 热传导 系数 ,9 表示 温度 ,是 x 和 : 的 函数 ; 


« 4 a 


4; = —K i= 1.2.3, 


4) 外 源 . 用 Q(x,:) 表示 在 x 点 处 上 时 刻 单 位 时 间 内 加 给 
单位 质量 的 能 量 . 
总 起 来 ,可 得 积分 形式 的 有 能量 守恒 方程 : 


Z| pEdV 一 一 |, PE(m — Реж 
dt Jen amu, 
+ | Р + | pu; F d V — | gids 
Beh gu) agn 
mA) 
或 写成 向 量 的 形式 
4 | eEdy 一 一 | pE (а — D») + nds 
dz oj so APU 
+ | UT- a) - nds + | ра - Еду 
ag gu 
一 | q - nd: + | „бат. (1.1.7! 
Bat mt) 


在 方程 (1.1.1), (1.1.6), (1.1.7) 中 的 未 知 量 为 р, u, p. Е 
{或 6,8, 其 数目 比方 程 的 个 数 多 了 两 个 。 如 果 再 引进 描述 流体 
介质 本 身 性 质 的 方程 , 即 状态 方程 
Р == p(o,8), 
e = elp, 0), 
如 得 到 封闭 的 方程 组 ， 这 样 , 加 上 适当 的 初始 条 件 和 边界 条 件 ,就 
可 以 求解 运动 问题 了 . 
如 果 我 们 考 莘 的 是 理想 流体 ， 妈 是 无 粘性 的 、 无 热传导 的 流 
体 ,并 且 没 有 外 源 , 同 时 还 可 以 忽略 质量 力 , 则 质量 , а, Е ЧЕ 
恒 方 程 可 简化 为 


4. И == 一 | pla — D») - na;, (1.1.8) 
dz Jeu Bg 
= | pud 一 一 | palu — D) - nas — | 5, 
dr ти) Bap) BE 


(1.1.9) 
аб. 


TT н рации РЕР ee d EP RR аары GN GR £1 ачыла: 


d 


= | eEdy = — | pE (a — D) - па; 
dt жи) 


Өү) 


— | ри - nds, (1.1.10) 
Өг) 


内 积分 形式 的 守恒 方 程 (1.1.1)、 (1.1.6), (1.1.7) 可 以 很 容易 
推出 Euler 观点 下 (也 称 Euler 坐标 系 中 ) 的 流体 力学 方程 组 .所 
IB Euler 观点 ,就 是 在 空间 固定 的 位 置 上 观察 流 场 的 变化 ,这 就 相 
当 于 在 积分 形式 的 守 伍 方程 中 区 域 20) ЕЛ, ВОЛ 
820 C0) 的 速度 上 一 0. 这 样 一 来 ;流体 力学 方程 组 (1.1.1)、\(1.1.6)、 
(1.1.7) 就 可 以 写成 

d 


— | рії тил — | он: +, 
dt J а 


4 | pid = 一 | pun id: +- | pF,dV 
dt Je 5e 2 


r 


+ | munjds, i= 1,2, 3 
ат 


4 | oe Ed V = — | eEu;n ds + | zr; onu d s 
dt = LT. Bg 


+ | pti; Fd V -一 | q;nds + | pOdV. 
# ам P 


Э5 ЙА БИ Z MHARE, MAERED EARTE pš 5 = 
可 以 和 积分 号 互 换 ， 再 利用 Green 公式 


| 94, ау = | Ands, 
ах 


gs Ör; 
将 右 端 的 面积 分 部 换 成 体积 分 , 则 得 
| 2e dz 一 一 | дөш ay. (1.1.10) 
Г... B: = Әх, 


| Ceu ду 一 一 | Seti ду + | „Бу 
ғ Qt Is Өх, 2 


+ | Su AV, i = 1,2,3, (1.1.12) 
= 


xi 


( ӘРЕ ду --| ЭоЁш gy + | Si gy 
s 2 Ө 


F- a; X FE 
+ | pu F dV — | 9gi dV + | oQdV. (1.1.13) 
* т Әх; т 


ЊТ 2 是 坐标 空间 中 的 任意 一 个 区 域 ， 因 而 从 方程 (1.1.11) 一 
(1.1.13) 就 推出 Euler. 治标 系 中 流体 力学 的 微分 方程 组 


Эр y Өрш ap, (1.1.14) 
а; Әх, 
Bou; ү Әри a Ban а к i= 1,2,3, {1.1.15) 
B: Өх; Әх; 
ЭрЕ ЭрЕ н B; u; Ə 89 
— + — = — + iF; + K — + . 
a, Эх, Әх, p% Өх, Ox, PQ 
(1.1.16) 


方程 (1.1.15) deg sess АН Kz JJ sk HEBR Xp Eg kk aj Di EL pk 


A . E (1.14) — (1.1.16) 的 向 量 形式 为 
Be yy. ou = 0, (ллу 
e 
бон - V - puta = V - IT pF, (1.3.15) 
£ 
OpE 


Ө; + V + pEu = Ç - (H ` u) + eu ` F 


+ у (Куд) + PQ, (1.116) 
其 中 动量 守恒 方程 (1.1.15), 29058 — Di H3 3 H3. ше 25 3f X 5É 
E. 
方程 (1.1.15) жна НАЛУ ЖЕ Fj (1.1.2) Ç; A. 
后 , 则 动量 守恒 方程 可 写成 
Эри; Bpuitti _ _ Өр , Ori 


б рр, i= 1,2,3, 
B; Әх; Әх, Өх; Р ` 


(1.1.17) 
АУ ЖЕ ЛИР КЕ ДЕР, ЕН REST EUG (1.1.14), 动量 守 醒 


方程 还 可 以 写成 如 下 的 形式 


дш а Bu, Eo ЭР ү i би Qp j-1.2,1, 


д: ' 8+; р Әх; р Өх 
(1.1.18) 
FAKE iz 7) 3E PE S y ЖИ ЖОЕ, (1.1.3) 代 人 上 式 , 则 得 
Өш, ou ‚ Әя; = — 1 ӨР 
a, ' 8n р oOx, 
tO [,(Bu у N LD [f 2 — 2 
+ г Ox; «(28 24)] + р Өх; Ic 3 2 
ди; L 
х S4 + Fas i= 1.2, 3, (1.1.19) 


可 以 看 到 ， 粘 性 应 力 对 流体 速度 改变 所 作 的 贡献 在 徽 分 形式 的 动 
Aris ар ЕЕ DEA ЖОРА НУ. 3443 
к 为 常数 时 ,我 们 有 

Bc 2, 9 .8 Ou (2,9 Bu 

Эх; н Өх Әх; tp Өх; Bx; M | 2. Өх; 


3 
WB APJ Laplace 算 子 ， 根 据 向 量 运算 关系 
Af = v (V - £) — v x (V x f), 


= pan + (ити) 9 (у.м, 
Ox, 


(#- У) = 2 Vf. #х (v xf), 


则 方程 (1.1.19) 还 可 以 写成 向 量 形式 : 
Ou 


+ 1 yla- и) +u X (V x u) = — А yp 
"n 2 р 


€ (ии) уу -at из x (ухи) + F. 
P 


(1.1.20) 
同样 地 ,如果 利用 质量 守恒 方程 和 动量 守恒 方程 ,可 以 将 能 量 
守恒 方程 (1.1.15) 写成 关于 内 能 。 的 方程 


Ope Boc tr; Өн; 0 , 98 
——— + ——— -— msi E K 一 + 1,1.21 
д; ду; 0n Ox Өх ^9 (1.1.21) 


“ B «+ 


Е Ши 


үш тарар т ГИ lam 


Lol 


bi 


De li &g99 L0 (1122) 
9: Ox; р Әх, p Ox: Әх, 


利用 (1.1.2), 便 得 


де Oe ) „ди; 1 Bu, 
Ll + ; —- = — 一 一 + ij 
üt “ Эх; р Өх; P wi Әх; 
фі ә к 99 ү О. (1.1.23) 
Р Әх; Эх; 


Я SERE Ф k oR YhhE EP PF P" AERE RA 
Ош „| (86 дш 
nir | (25 + ) 


2 Ou; 
TEE, 
" з ^ 7 Ox, Or, 


= „(б + Әү + (u — 2 и) (өшү, 
其 中 第 一 项 ,除去 因子 区 外 ;恰恰 是 应 变 张 量 九 个 元 素平 方 之 和 


的 两 信 ， 这 样 一 来 ,关于 内 能 。 的 方程 的 向 量 形式 为 
де 


aru. ve = РУ. a + "LA Ту. Kv8 + 0. 
£ e 


(1.1.24) 
如 果 我 们 只 考虑 理想 流体 , ШЕ Euler 举 标 系 中 非 定 常 可 压 
FRERE 51575 R38 5 
9p + дри, = 0, 


б; Ox; 

Эри; 十 денги = ӦР + pF; i= 1,2,3 

д: дх; Өх; > ° 

OpE , OpEw __ _ Әри; F. 

ài + Әх, Әх, + ри; F; + pO, 

НИ ВОН HERD О = 0), Нал 天 不 计 , 则 得 方程 组 

Эр ү Эри, _ 
o. + z, 0, (1.1.25) 


*. 9c 


Эри, Opu;uj dp . 
-3 (1.1.26) 
Ot Өх; Ox, 
ЭрЕ ЭрЕм; дри; 
PZ ү ZPM uan Ёё 1.1.27 
Or + Өх; Өх; ( ) 
这 组 方程 的 向 量 形式 为 
ӘР НУ - ри = 0, (1.1.257 
i 
cen + V ран = — УР, (1.1.26) 
t 
Pe + y . pEu = —V - ри, (1.1.27) 


НН (1.1.26)' 左 端 第 二 项 中 出 现 的 wa 03655360. 方程 组 
(1.1.25)— (1.1.27) 称 为 Euler. ЖЖ НЕЕ АО Д8 DE № 
ПН. жа ВЕНА, 


др + Эр. + дщ _ 0 1.1.28 
д әх, ду? ( ) 
Oc; Ou; 109 . 
— + — ма =P = 1, 2, 3, (1.1.29 
© ; Әх; e Ox, ' ) 
де де 1 ` ды 
9e uu DE = 1 рда 1.1.30 
д: Әх, e Ör; ( ) 


FE (1.1.28) — (1.1.30) 的 左 端 具有 完全 相同 的 运算 形式 , 即 
是 微分 算 子 


B pau 8 


д, ' Өх, 
分 别 作 用 在 pa H. е 上 的 结果 ， 由 于 对 于 医 数 f(x, г) 来 说 ， 全 
微分 dj 为 
= f Of x<. 
dj Bt dt + Әх ra 


ES x; Жу ғ RER А 


df „ӨК p Әј dz 
dr Qe Өх; de 


现在 水 讨论 一 种 特殊 的 情况 。 如 果 取 de; 和 d: 满足 关系 式 


a 10 + 


h - — ——  — -—--- - 


Hi ¿= 1,2,3 (1.1.31) 
di 


— 


就 有 eo 95 VV а 
di дн: i Ox," 
这 里 2. 就 是 函数 f 沿 着 流体 运动 的 方向 随时 间 的 变化 率 ， 这 个 


对 时 间 的 导数 称 为 Lagrange 时 请 导数 . 利用 Lagrange КИН 
数 的 符号 ;方程 (1.1.28) 一 (1.1,30) 还 可 以 写成 


“P = Я 1.1.32 
di Р Әх” ) 
йш l Өр i21,2,, (1.1.33) 
dt P oOx; 
de 1 ди, 
de „_1 . 1.1.34 
dt e P Эх; ( 
X Fl ISI RES HK (1.1.32) RA (1.1.34), T8 Ж 5262; SR 
do кып — Pp ` ч, (1.1.35) 
dt 
би _ l vb, (1.1.36) 
dr p 
de d 1 
— + pL — = 0. 1.1.37 
dt р 4: 2 ( ) 


对 于 没有 外 源 的 流体 运动 ， 能 显 方 程 (11.37) 等 价 于 热力 学 第 一 
定律 . 

在 本 节 中 我 们 给 出 了 Descsrtes 三 维 举 标 系 中 的 流体 力学 方 
程 的 各 种 形式 . 有 时 我 们 也 考虑 二 维 问题 , MIFE о. а. E {或 
e). PERHE r, да, :的 函数 , ПП Б хә, ER, ARAR AA а Е 
z, 方向 的 分 量 为 零 . 这 时 二 维 Descartes S5 n Е ИЧ ЕЕЕ НЕ ЕГ НЕН 
理想 流体 力学 方程 组 也 可 以 写成 (1.1.25) 一 (1.1.27)，(1.1.28) 一 
(1.1.30) 3, (1.1.32) —(1.1.34) 等 形式 , 只 是 其 中 对 i 的 求 和 约定 
改 为 对 从 1 到 2 求 和 就 是 了 。 同时 很 显然 不 必 建 立 关 于 sm 
方程 。 至 千 其 向 量 形式 ， 则 与 (1.1.25) —(1.1.27)' 或 (1.1.35) — 
(1.1.37) 完 全 一 样 ,只 是 其 中 所 有 的 向 量 都 是 二 维 疝 便 ， 


*. Ij > 


$2 曲线 坐标 系 中 的 该 体力 学 方程 组 


在 很 多 情况 下 采用 曲线 坐标 系 要 比 采 用 Descartes HA 2 Pñ 
系 来 得 方便 、 例 如 求解 一 个 球 对 称 的 系统 ,如 果 采 用 球面 坐标 系 ， 
就 可 以 将 一 个 三 维 间 题 化 作 一 个 一 维 问 题 ， 邢 各 力学 量 除 了 依 环 
于 时 间 变 量 z 以 外 ,只 依赖 于 一 个 空间 变量 РЕКЕ n. Tn] 
样 在 求解 柱 对 称 系 统 时 ， 采 用 柱 面 坐标 系 就 可 将 三 维 间 题 化 作 二 
维 问 题 来 解 。 因此 下 面 要 推出 在 曲线 坐标 系 中 的 流体 力学 方程 
组 ,特别 是 在 柱 面 和 球面 坐标 系 中 的 方程 . 

设 Ea, Ев, Ex 为 正 交 曲线 坐标 ,它们 和 直角 坐标 z, xx, xs 之 
[ВЕ XE EAE pr e Hk 

хр (Е, En, ЕЛ, 1 1,2,3 
В Ж. BEERS ВАХ CES. A PEB ЕЕ E — Ж] КУНУ, 
则 坐标 变换 的 Jacobi 矩阵 不 等 于 零 : 
Ə(x,, хз, ху) 
O(E,, в, 5v) 
于 是 可 以 解 出 5., ЕЁ, E; Ж: 
E. = Б лу, Ха, 6), v 7a, B, T. 
ЕМ. Lame 系数 
h anyk 
h, = [> e | , р = ms, f,Y, 
J& FE BART ULS UA TE HS А rR PF САЗ Ф ДЈЕВЕ ES 
1805 . 1 дф. 1 дф . 
» 92 ШТ + рй, (1.2.1) 
其 中 д, л, б НЯ ЖН Ea Ба, Er 的 单位 切 向 量 ; 对 
TARAR F 的 旋 度 表达 式 为 


= 1 |8 jy i d 
v xf Pra [мә à, 92 | & 


i |8. — 8 а ; 
+; 2 Gu) — 9 42| 


= |- — 8 (41.3 & 1.2.2 
Бб [之 CP ag ( 4.) E, ( ) 


其 中 fe, fe, h EOR f ТЕЦ ER AA HIT RED: 同样 , 商量 
РЕЖ f ОКЕ 


f- 1 [а a 
vf ia ln, 09 з De бә 


+ P (rhe һ |. (12.3) 


ELT Е Sr H7; Жи ДУ ВУ, ГЕШ ЕШ TEGE 2E 
HE ERAS фе sk T 


Т.. Tag Ta 
T =| Te Te Te 
Tro Тур Tu 
的 散 度 的 三 个 分 量 ; 
(v T). = i [PEtat + ОТ + Тебе 
hah hy дЕ, дЕ, OE, 


+ Tog Dha у T. Dh. _ Tos Әһ, 
Ah, OE, Ай, e OE,  hahg OE, 


— Ти Oh, 
Buh, a£," 
(v: T), —! _ pena + Тайф | Е 
huh, OE, дЕ, OE, 


十 Tea Obs y Ter O^, — Tac OR. 
hohp OE, Ай, OR, haly OL, 


— Tuo Bh. (1.2.4) 

рой, ОЕ,’ 
{У . T). == lx OT... + DT hh, + отел. 

Ass, OE, OE, OE, 

+ Tra OA, + Тө OB, — ue OA, 
hyha OE, hehe Өг, haly OE, 

— Тав Dy 
Apy дЕ, 


+ I3 • 


ЖК. М (1.1.3) 可 知 , 粘性 应 力 张 量 的 各 元 素 可 以 由 应 变 张 量 各 
元 素 表 示 。 因 此 要 求 出 在 曲线 坐标 系 中 应 变 张 量 


1 1 
B, 一 日 —]g 
2 2? 
1 ө, Ey 1g. 
2 š 


ди. 十 м QA, 4; Өл 
„ Ot. #„йв ӨЕ,» А.й; ОЕ," 


= “a Oh, | ug DA, | ї Ou. 
A, Au OE, й; Вр дЕ, А, Oz, 


Өв == = ——— 8 4 2 6 Е, (1.2.6) 
B, i Ө № |» Ө ш 
h, OE. Ag he QËEg ha 
ЕЕ ЖИЛА. RE r, р, 
о 与 直角 坐标 X1, Жу, Хз 之 间 的 变换 关系 式 为 : 
r, = r sin 4pcos co, 
ху = r sin (p sin «co, 
z, 7 r cos фр, 


及 r = xi + xÍ + xi, 


+ 14+ 


如 果 分 别 令 r, p, о 为 Eas Ёр, Er, Mi 
А, ==1, hy == r, b. == rsin p, 
АА (1.2.1)—(1.2.3) F ЕВА o HB RJ EE BF ЛЕШ ЭКЕ XA 
= 
дф 1 дф d 9. 
Уф = r dur 人 二 бо № 


Ух /一 | 二 (f, sin p) 一 ss х. 
r sin qp 


+ E 9), --$ СЫ 


rsingp до r 


+L ei 1 E] z, 


hz 299 ВОВА — 1-2 k 2 


(У. П), = — ÈP + б + L 1 8r4 Т +. 1 Өт, 
9» ðr r Әр ғ пр до 


+ — rcs — Tas + гусар), 
(у П), = — 1 ŠP y e ү 19ге 1 Sre 
г дф Өт r Эф ғејпф Ot 
+ 二 [Cree 一 tes)ctgp 十 3r], 


(ç ID, = 9B. er | 1 Ərs, 
rsinp бш Or г Op 


1 дт. + — - Gra, To20.24Ugp), 
r sing Ош 

їй Rz de 35 XE IEEE ER. (1.2.5) 可 得 出 为 

ди, 

дт * 


+ 


g, = 


a 35 5 


r Og r 
в, = l ие p e + НФ, 
rsing до г r 
6 -1p B (e) + 1 ды 
| r Üp N sinp rsinp Bo” 
1 ди, Q (=) 
gu = ———— — = [— j, 
$ ring до tr Or xr 
9 (° ) 1 ды, 
B, = | 
Or r r Эф 


这 样 , 在 球 坐 标 系 中 的 质量 守恒 方程 为 


др 1 ð 1 ð 
— + — — 3 y 十 wo 
д: г? Or (ои) rsinp Өф 


1 -2 (pu,) = 0. (1.2.7) 
r sing Өө 
ЕЕ, ЖЕ (м: v)u 的 三 个 分 量 分 别 为 : 


# 2 
(la. Vja}, = в, 29 p Ho Du, us ие us b, 
Or r Эф rsinop до + 


( ouo sin р} 


{Си - ууш}, — u, Oto. p "+ Duo q, ue Өн 
Br ғ Оф r sin 中 Oo 


十 Чи _ UICE Н 


r T 


Ou, + He Эа. Hio Ou, 
д; r дф rsingp до 


{(и Уи}, = u, 


+ Иа 十 sto CUE 
T ў . 


可 以 看 出 这 三 个 分 量 的 头 三 项 具有 相同 的 微分 运算 。 因此 , ХМ 
单 起 见 , 定 义 


+ 16 “ 


于 是 (1.1.18) 可 以 写成 


(и Ry (p „) 9 (ya) 
Di r 


Og 1 8 Е tto 1 =] 
289. , i O |Owe иь 1 Он, 
+ в | Or! + r дф L Br r r дф 
— 1 2 jl Өч, у die — Жа) 4 Ёш 
rsing Оо Lrsing до Ór r r д: 
- 2. |1 9 + =] 2 |б „ш 
rir Op ғ r [г оф до + 


+ ecer | + cgp | дв» — 5p + 1 а) + PF, 
rs r Өт T r Эф 


1 
e (e + ише 一 sc Lp 十 (六 一 二 ) 
D: r r r Өф 3 | 


t ә É E » L ĝu 
x — — Xe Ue | 5 

-ap V + ^ las | 2, rr 8p 
+2 2 | 138. s| гоі он 

r дф fr snp Om Lr Әф 


ge + 十 | (+ 96 
т *5їпр Өш, r r дф 


1 Ou, месір ) ( Ou, н» 
— — pP . ыы T m t - — 一 一 一 
ctg 十 3 


rsing до Ər ғ 
1 ды, | 
+ - Og ) + оК», (1.2.9) 
ЕЗ qp ә 十 ira + нөн, гон сір. )- _— 1 Өр 
D: f sing Өш 
, 2 1 8 1 
+ ( 一 一 ) V ' u) + (2 | 
" 3 H r sin p E» às Š ) " Or Lr sing 
Өн Ou, н 1 а | дч 
хм — 6 "B5 -一 
Bo ài " | T 一 KI Эф Эр Wa ctgq 


1 5". + 2 2| 1 Sus 十 we 
аф Өс t^sin p Onl sinp Oo 


* 1’ 


^ 
+ уар | 十 二 | 3f Ош бы He) 
r 


‘rsingp Фо Or r 
1 Өн. _ wortgp 1 дм 
ub ( f Әф 7 + fsinq Өс ) “ее ]} + ор», 
_ (1.2.10) 
我 们 利用 在 球面 坐标 系 中 的 关系 式 
= 0 (0f l Ө (ano 
Aj +2 Dr o dr ) + rsin Өф 80 Ф 2L) 
+L 2I 


r'sin*op Oc! ' 
并 适当 合并 老 干 项 ， 便 可 将 动量 守恒 方程 《1.2.9) 一 (1.2.10] 写成 
如 下 较为 简单 的 形式 : 


Dur _ не t чы \ — 


n — 22 + иди, + (u' 1 и) 
Ör 


Dr r 3 
8 2 1 B : 

x 8. V u) -一 “=; | + дар ag (еа) 
1 5d + pF,, (12.11) 
sino до 


_ „1 
Р c + tia Ч мыс ) w — 上 Әр + ëk tige 
Di f r Өф 


"LiL (5. 1 | > ди, 
+ (we 十 в) (v ч) + ad]? 


r Op Эф 
一 -上 W. М" + рЕ., (12.12) 


Da tto 十 ot oct Ep 1 др 
£ 十 кш ты mx -- 
P | Dr r ) rsin Фф до m 


"eism Ө (v .u) + д | 2 2а. 


3 rsinqg до r'snpl Bw 
2 Ән Ou. 
pa "ev + cos p 一 Mul + pF,. 
Эф 
(12.13) 


TEZRTBIAP PA ЖАНН › х F 4 8889 75 Же (1.1.22) 9X, (1.1.24) 可 以 
写成 


* 18 • 


De 1 B (к) 19009. 
Рр, п 9; б» T ano Өф дф sinp) 


+! -2 (g 99 - |5 $0) 1 
ðr 


r'sin'q Ош On г sin qp 


x D- (using) + т e| 4 p + pp, (1.2.34) 
дф r sing Өш 


其 中 
1 1 1 ` 
Pm pfe tet еа 00+ 100. 1 0 
HB Ф 2 2 > б») 


+ — 2 в) G, + es =+ eo), 


对 于 无 外 源 和 无 外 力 ( 包 括 质 量力 ) 作 用 的 理想 流体 力学 方程 
组 在 球面 坐标 系 中 的 形式 ， 除 质量 守重 方程 (1.2.7) 保持 不 变 外 ， 
动 晤 守恒 方程 与 能 晤 守 和 乙方 程 (1.2.11) 一 (1.2.14) 可 以 写成 


Du, Wt ) Ор 
pl—----—" 一 上 | — ._ —" 1.2.15 
(2 r Or ? ( ) 
e (Pre qe creepy. L ЭР, (1.2.16) 
D: f r дф 
p (24. дь ria + косар) — _ 1 S (1.2.17) 
Dt r r sing до 
De É B 2 1 8 r 
p >= 一 - 一 —— {rs + 一 一 【人 时 
Dt Р rz Өт ‹ ) rsin ф Әф (ue sin p) 
1 Sw. (1.2.18) 
rsing Өш 


在 球面 坐标 系 中 比较 重要 的 是 一 维 球 对 称 的 理想 流体 力学 方 
RB. 


Op 1 8 ə 
——— =— —T Ы ah ü a . 
8: rz дү ‚ри , (1.2.19) 
Bu Өн 1983 
Зи „би ul ОР, 1.2. 
a "Br p Or (1.2.20) 
Be де = P 1 8 1 2 
or + “ >р», (тшу, (1.2.21) 


除了 球面 学 标 系 以 外 ， 柱 面 学 标 系 也 是 经 常用 到 的 一 种 基线 
МАЙК Ж, EER х,г,ф БАА х, x, x, 之 间 的 变换 关系 
AA 
r, = xr, x= resp, x," rsin Фф, 


及 


rcx r = A xi + xš, p= arc tg Z, Ü < ф = 2=, 
х1 


如 果 分 别 令 т.г, Фф 29 Ea Бе, Er, EU 

Arel, 5,71, hp - r. 
ТЕМ (1.2.1 )— (1.2.3) 48 iB FE PE AA ER ЖЧП RU BR BE , 旋 麻 与 散 度 的 
REA: 


99 ; (96 ;, 196, 
Уф = o. ^ 15, тб» 


ухе [2-6 — 58] a + 1 [28 
- $- €i) MUNDUS 


v. r= | сә +2- + ie] — SË 


Эф 
+ epy + 2918, 


r дф 
应 力 张 量 散 度 的 三 个 分 量 为 


= _ р ү Эт». 
(v ° ID. Ох T Өх tT 


1 
r 
(v. y = —®Ё + ŠE „А. 
Or Әх т 
+1 ть _ Тә» 
r де r 


1 rs, 


э, vue) +— m др? 


Й (rr...) 


РА 


(ç Hj = — 3 9p + — = Өгө + —— (ит) 
* Өф Dr Dr 


十 工 Ore 4 ть 
r Өф r 


+* 20°" 


JE (1.2.5) 应 变 张 重 的 各 元 素 为 


оик — — 1 95 tr 
ё: Эх 3 5, Br } бр г Эф 十 一 r 
re (十 上 Du Lol Ow. 1 Өн 
B. r ar (= " Әф т 8, ғ Эф x * 
Ou Эн 
Jp 一 t 十 一 
” Br Or 
由 此 可 直接 写 出 在 柱 坐 标 系 中 的 质量 守恒 方程 
де + =— 2 (ou) + TE Gon) t$ (psa) = 0. 
(1.2.22) 


动量 方程 《1.1.15》 的 左 端 除去 对 时 间 的 微 商 一 项 外 , 第 二 项 的 二 
个 分 量 为 


(у * риа), = -Š_ (ри) + i Š (ғри,и,) 
Эх r Or 
+ ES 8 (puiup), 
r Эф 
a 
(v: рии), m Fm (рии, + і Э (rou?) 


1 
+18. (pu ue ) P 
r Og r 


(V + рии), = = (Семь) + 一 x (гриф) 


+ i8 (ри?) + pue 
r дф r 


I: 88 p B fi A6 Z. PLI РН 
DE + . и + — 1 2. 7 (reuse) 


" 
T — l1 £ m= 一 一 + 
2. (puste) Ör 


б MM (v -u)+ p {2 T + 


= 21 * 


Uo wWemÚn,Wwa.s гил s s 一 一 一 一 一 -一 -一 --- 


де, , D. 1 B (Qo 
Bi + ах (рии, + r 9; (r pu?) + 


1 ә — pus p 
" ag Pann x 8r 


teia) eo +» (As 
Се) 
Е 


+190) _ 2 (19% =) 


r дф r Әф ғ 


a 
A t$ (pu uç) ++ (гриме) 


+198 qui) + Pur Ü = 1 ЭР 
ғ Ор r r Оф 


тео 


+ (# 2 3 
(rmt 5) + 
\ 


гї 


lg 
TOR G 


"E 


чь 8 н 1 Өн, 
Pe (а) да Р 


由 于 在 柱 面 坐标 系 中 
Fp ,10/,00, 109 
Os 7r Or (75) + 


和 


дөн, 二 + 一 一 р, + = 一 一 D. (renun) + 


А = 


= 22 * 


– – 22. + gAu, +(e +2) 2- Ò (усш) + Fa, 


3 
(1.2.23) 
ae + 2 ( pu,te,.) + 2 (rou) 
4.9. (pume) — LI 
r Әф 
-= _ ЎР "pi, 
a + abu, + (а 2E (V ' u) 


3 r p 
(1.2.24) 
Sene d + I Gne) + — 4 Š ~ Gem) 
+ " D- (риу + Pee. 
r p r 
— — 19Р элд, 
T Әф 
А 1 1 8 
*(» + и) - де (У u) 
1 Өш, _ 
t. (252 и) + Fo. (1.2.25) 
关于 内 能 的 方程 (1.1.22) R (1.1.24) 在 柱 面 坐标 系 中 的 形式 为 
дг дг де 1 8e 
p (2 +“ “= Br ао" + w9 F9 


8 22) 1 8. 29) 
=J |g 2E + S l g CU. 
x Өх + r Br (; д; 


1 8 ( 5.) 一 E 1 85 
+10 (к 99 +- 
1 P " > B. Cra) 


+1 e +Ф + ро, (1.2.26) 
г дф 


其 中 


. 23. 


МЕЛС. +52 + 61 + le +6 += в) 


+(e - a) (e, + E, + во), 


SET ОРЫН ЖП ЖКД fE РИ RJ PRR SEHE 712575 ЖАН ТЕНЕ rm ay ta 
系 中 的 形式 除 质 量 守恒 方程 (1.2.22) 保持 不 变 外 ,动量 守恒 方程 
和 能 景 守恒 方程 (1.2.23) 一 (1.2.26) 可 以 写成 


доме 十 Ө (uui) a LB. (roum) 
Өх r Br 


Э; 
+18 (и) = — ЭР. (1.2.27) 
г Әф Эх 
a 8 1 а 1 
IET 十 一 一 一 Pm — 一 一 г 
5, 9: Санги.) th oy crew) 
+ D (pume) — бйз _ ОР, (1.2.28) 
p r Br 
бон + 4 + 2- zo (Рики) +42 (rpu, ue) 
É 
112 od + Pe. 一 —. 92. (1229) 
+ дер г Эф 
Oe де Oc 1 2.) 
- a, 26 +u 06 ea, 2 E. 
($ Bx Far + Bg 
Эн 1 ды 
= — «о О flra) + 9]. 2. 
p | + S- (za) d (1.2.30) 


将 (1.2.27) —(1.2.29) 左 端的 导数 展开 ,并 利用 质量 守恒 方程 
《1.2.22)， 则 可 得 动量 守恒 方程 的 另 一 种 形式 ; 


e (T + Hy ди, | и, Эйя 十 НФ 21 2ra) 
і 


Ox д» r Оф 
др 
= 一 一， i.2.31 
Әх ( ) 
ди ди Эн 1 да 
P 4 = f , r _ 4 
(5 THB “oT ”Bp 


. 24 。 


_ “з —— 9p (1.2.32) 


r ðr 
Ou ди ди 1 Ow 
e( E Hus Ни, + z Í —- — 
dr Әх Dr © Эф 
+ име) = 4 др. (1.2.33) 
г г Оф 


而 将 质量 守恒 方程 (1.2.22) WA г Да 55 (1.2.30) 相 加 ， 则 可 得 如 
kus аталы 
Ope. 


2 + 2 (pea ,) + 一 一 一 m Gen) + — рр (pene) 
= - p Е 十 一 8-0) + 一 - i LA]. (1.2.34) 
Өх r г Әф 


在 方程 (1.2.31) 一 (1.2.33) cA» изм, нь, YS NET 
得 


à Oo 19 
(2 + k. F а, F uge 太一 ЭФ 


x |+ (ні Ни: +] 


= Q èr. tu, ӘР +a 5). (1.2.35) 


再 将 质量 方程 《1.2.22) ЖИ js cub tug) №25 (1.2.35), 


(1.2.34) 相 加 , ЖЗ < + 06 十 wr + uy) 为 单位 质量 的 总 能 
É 互 ， 则 得 柱 学 标 系 中 的 总 能 量 守恒 方程 


dpE , ӨрЕн, 1 8 1 8 
下 一 一 一 十 一 一 一 Ен, — —- (РЁ 
5, Br > В, (ro Eu,) + "E (opEug) 


—] 2 1Y ó 
E (Ри) 十 КОВ, (rPu,) 


PRA 
ura" (puo) |. (1.2.36) 


在 柱 面 坐标 系 中 比较 重要 的 是 二 维 柱 对 称 ( 即 所 有 的 力学 量 


. 25. 


sisiqa RC ii naka АНН Ас г eT 


RE ox.r.t 的 函数 , 而 不 依赖 于 mg， 同时 ww = 0) 的 理想 流体 
力学 方程 组 : 


0 ppu, = 0, (1.2.37) 

dr 

Opu, + oui +1 ə rpu tu == 一 ЭР. (1.2.38) 
x r Or дх 


бош È рим, + "ES rod m — ЭВ, (1.2.39) 


8; 9 
OpE 9 19 
— 十 一 一 ‚ + — — rpEu, 
a a. PP тө, "РЁ 
— | 18 1.2.40 
[2. Pu, + m Ər гри. ( ) 
ВЖЕ (1.2.40) 还 可 以 换 成 与 它 完全 等 价 的 关于 内 能 的 
方程 : 
Ope | Ө 18 
5, + Dr рен, + - 9 roct, 
— — p (2: 0 1.2.41 
p (2s 十 工 2 ). 11.2.41) 


方程 组 (1.2.37) —(1.2.40) 还 可 以 写成 如 下 的 形式 
др Lu, ЭР +, де + (80 +19 ‚)-о, 


— FH 


9: Әх är Əx г д: 
(1.2.42) 
p (s +u es ta Pus) 一 ӨР, (1.2.43) 
P (26 ‚бш +=, =) = 一 2, (1.2.44) 
P (22 и. SË +=, S) 
= _ (2 Pu, +12 гри), (1.2.45) 


其 中 能 量 方程 (1.2.45) 也 可 以 换 成 关于 内 能 < 的 方程 


* 26 ° 


дг Oe "an 
e (2€ du E + z, 


= p (2 + ід. rup). (1.2.46) 
利用 Lagrange 时间 导 数 的 符号 ,可 以 在 形式 上 将 方程 (1.2.42) 一 


(1.2.46) 简化 。 在 二 维 柱 对 称 坐 标 系 中 对 应 于 (1.1.31), MÆR 
dx, dr, dt ЖЕ 


dx dr 
- Hx, w Hry 1.2.47 
dt “ dt “ ( ) 
于 是 Lagrange 时 间 导 数 为 
d а д a 
— тъъ ——— r + T 
# д: Bx “Ð 


n LE m) 
r 


#ë р “Әх 

— = — р "І, (1.2.48) 
vb, (1.2.49) 
vom), (1.2.50) 


Vu, (1.2.51) 


„+ 27 4 


Hh (1.2.48), (1.2.49), (1.2.51) 在 形式 上 与 (1.1.35)—(1.1.37) 
是 完全 一 致 的 。 

将 方程 (1.2.37) 一 (1.2.40) 两 端 葬 以 +, 然后 在 x, ғ 平面 上 
性 一 活动 区 域 0L) 上 对 上 和 积分 , 认 而 得 到 在 柱 面 举 标 系 中 二 
维 柱 对 称 理想 流体 力学 方程 组 的 积分 形式 . W. 90) 边界 090) 
的 速度 为 wtx r, г) = (wr, ,). СНЕ У 


а 

|} a rdydr + | (Z pus + + 2 rom) rdxdr = Ü 
(1.2.52) 

左 达 第 一 项 ， 由 于 积分 区 域 是 随 峙 间 变 化 的 ， 因 此 在 将 微分 与 积 
分 次 序 掉 换 时 ,还 必须 北 丰 到 积分 区 域 变化 的 影响 。 一 般 来 说 ,对 
TERHEK ФС, r, 1), RIJA 

4 (| yardr = || 99 zdr + .ndl, (12.53 

dt || Ф | Ө 中 фо ( ) 
EP лп 2000) 的 外 法 线 方 向 的 单位 向 量 , eo 为 这 域 £2 (z) 
HAR O:2(0 ЖЕ, di 是 有 曲线 090) ШЖ лт. ПЕВА 
(1.2.53), 可 根据 定义 


A || didxdr == lim. a |) * (x ,r,t + Ar)dxdr 
— || dix, ғ, ndxir |, (1.2.54) 
p) 
AW 2 ТЫ = VALEO ЛА =] S E 


H ф(х, г, 1 + А: )4хаг 一 | ф(х, r, Ddxdr 
D U+ ed 


+> 


+ || ф(х, r, )йхй+ 一 || Фіх, r, {)йхй+ 


DI az) hme 


= | [ ф(х, r, z: + Az) — x, г, О] dxd r 
ВЕНЕ] 


+ |) pkr, r, r)dzrdr 
Diit Ар 


— || plr, 1, ()dxdr, (1.2.55) 
bin 
对 于 第 一 个 积分 , 先 对 被 积 函 数 利用 中 值 定理 ， 
pir, r, t НАБ — (x, r, t) 
E 


eG, n. D| Ar 0d ul, 
"n n 


АА: 


lim --1_ | [Ф(х,к„, + Агу — p Cx,r,1)] dxde 
0 


I+ A) 


== lim | Әф dxdr = | дф dxdr — (1.2.56) 
21-00 Dr ¿mt + Ë ñf ) Ө, 


РА Dni 


对 于 (1.2.55) 中 后 两 个 积分 之 差 , 我 们 首先 假定 А: 取得 充分 小 ， 
PE 


Qi) niet: + Аг) = © 


Dt Ar) 
£x 


Ads, RAE 
206—0, 一 $2 
Q( + A0NO, = O, 
于 是 显然 有 


|| plx, r, t)dzdr 一 || biz, r, Ddrdr 
+в i} 


= Jj pkr, r, 1»)dxdr 一 ji plr, r, .)dz=dr, 


ik о) n OG: + Аг) = Г,, BRAND = Г, 这样, 将 OC Ú 
R 9090) 分 成 互 不 相交 的 两 部 分 五 及 D. & А ЧА, D 
域 OG 内 的 点 通过 r, ЕК ола! 的 面积 输 运 量 为 o + n 
Aul, КРИ РЕВ Г, E dl 相对 应 的 О 的 面 G, A 
m АА 很 小 时 ,有 

fec, r, td: d r = |, dí(x,r,:)0^ ПАН. 


D, 


同样 有 
| ф(х, r, t) dxdr = — | # (x, r, г) œc ПА, 
^ HU 
右 端 积分 前 的 负 号 是 因为 我 们 取 法 线 方向 为 向 外 的 ， 这 样 一 来 ， 
使 得 ‚. 
19 r,t)ixdr — | ф (z, r, 1) dxdr 
Т), 


о, 


一 | plr, r, t) о, nA dl, 
T4UT, 


于 是 有 
lim —L- | | düx,ft,t)ixdr 一 | b (x, r, t) axdr | 
aet Ar ladtan 2 
-中 ф (x, r, t) паї, (1.2.57) 
dica: 


+ (1.2.56), (1.2.57) 代入 (1.2.54), 便 证 明了 (1.2.53). 
将 (1.253) 中 的 出 用 pr К, 84451 (1.2.52) 中 左边 第 一 


项 为 
(| 2 др ‚йхйү = ER jl prdzdr 
dt 


bin bio 
— ф огоо - ndi, (1.2.58) 
enu 
利用 Green 公式 ,(1.2.52) 中 让 端 第 二 个 积分 可 化 为 
-8. -8. r ` xdr = ги - 
|) (5: pru, + 5. p a, ) d d $ s pru - ndi, 
(1.2.59) 
‚ 30 * 


因而 得 出 二 维 柱 对 称 坐 标 系 中 质量 守恒 方程 的 积分 形式 为 


d || prdsdr == — ф rolu — о) - ndi, (1.2.60) 
dz HA acu 


将 这 个 方程 的 两 端 对 中 从 0 到 ?zx 求 积分 ,得 


ія эж 
4i | prdzardg 一 一 | фера — w) пам. 
dt ü ^ ú amu 


ü 
(1.2.61) 
A EC, Sr (u) 为 QC) 58 x 轴 旋 转 而 得 的 旋转 体 ЗИЯН rdedrdo 
ЖЕНА ВИЖУ: dV, Ш уф 为 旋转 曲面 OZ 上 
的 面积 元 ds, dx (1.2.61) 可 写成 


二 | му = — ф p(u — ар) + nds, (1.2.62) 
dt js dati 


这 个 方程 在 形式 上 与 (1.1.1)' 完 全 一 样 ,只 是 要 注意 到 在 二 维和 福 对 
称 坐标 系 中 写成 这 样 三 维 的 形式 时 , 其 中 所 有 的 量 o, и, m 部 是 
只 依赖 于 +, r, 而 与 角度 无 关 的 函数 。 同时 作为 三 维 向 量 的 
Ж! 在 中方 向 的 分 量 都 等 于 零 , 并 且 积 分 区 域 22 00 限定 为 +， r 
平面 上 的 一 个 区 域 QC 绕 * 轴 旋 转 而 得 到 的 旋转 体 . 

对 于 动量 守恒 方程 (1.2.38)，(1.2.39), 我 们 同样 在 其 两 端 分 
ЖЕГУ r 之 盾 进 行 积分 ,得 出 


| din rdxdr + d (2 pur + puter) dxdr 
ойу "f i» ‘Әх Ər 


= — (| 2e rdxdr, 


в "* 


дри, 9 a 2 
n rixdr || (2 puru Ir + E" euer ) dxdr 
= — || Әр rdxdr, 
Bin ©” 
Ll EB ARS ИЖ (1.2.53), 左边 第 二 项 用 Green А 
式 , 则 得 


Q | рйукахйт = 一 ф ou (m — 00) - nrdi 
dr 8i» enar 


+ 31 = 


— || 22 rdrdr, (1.2.63) 
п 


X 


ES j pu rdrdr 一 一 $ pe (t — e) - mral 
de in apr 


— |} 22 rdxdr, (1.2.64) 
这 两 个 方程 就 是 二 维 柱 坐 标 系 中 的 动量 守恒 方程 、 MA ВТЕ Зс 
于 质量 守恒 方程 的 讨论 一 样 ， 动 量 守 和 异 方 程 的 积分 形式 也 可 以 写 
成 

d 


-2 f рау = — ф pula — o) • nd: 
dez læn aan 


— j. vrdV. (1.2.65) 
最 后 ,对 于 能 量 守 人 恒 方 程 (1.2.40), 可 得 其 积分 形式 


ES | pErdxdr = — ф pE (w 一 оо) "nyd 
dt 9200 
йй) 
— $ pu · nrdl (1.2.66) 
оргу 
d 
4 дү = — $ — ву. 
dt | eE eas РЕ (и e) nis 


_ P... ры > nds, (1.2.67) 
如 果 对 于 内 能 方程 (1.2.41), 则 其 积分 形式 为 


4 || perdxdr = 一 ф pe (u — o) - nrdi 
dt НА amu) 


— | (ру • и)г@хаг (1.2.68) 
Осу 


* d 
—— dV кш m $ -re » 
dt Á! di esc) pela e) nds 


— | ру пар. (1.2.69) 
B 


< 32 * 


$3 Lagrange 举 标 系 中 的 方程 


上 面 列 出 了 Euler 坐标 系 中 流体 力学 方程 特别 是 非 定 常 可 压 
凑 理 想 流 体力 学 方程 的 各 种 形式 .流体 力学 方程 组 还 可 以 按 Lag- 
range лая. 所 谓 Lagrange 观点 ， 就 是 研究 固定 质 团 的 位 
置 , 速度 和 其 它 力 学 量 的 变化 。 通常 把 这 禅 建立 起 来 的 方程 组 称 
为 Lagrange 坐标 系 中 的 流体 力学 方程 组 ， 我 们 在 这 里 推导 二 维 
Lagrange 坐标 系 中 的 非 定常 可 压缩 理想 流体 力学 方程 组 . 

在 $1 和 $2 中 我 们 分 别 介 绍 了 二 维 Descartes 直角 坐标 系 和 
二 维 往 面 对 称 坐标 系 中 的 二 维 流体 力学 方程 . 现在 我 们 用 (x, y) 
表示 二 维 直 角 坐 标 系 , 用 (x, +) 表示 二 维 福 面 对 称 坐 标 系 , 但 是 
为 方便 想见 在 书写 工 我 们 一 律 记 作 (n, r), Ви, Ши, и, 
infe v. TASA (1.2.47) 得 出 流 线 方程 

x= yla, b, t), 
r= (о, b,1), (1.3.1) 
其 中 a,b 是 积分 常数 ,车 如 ,可 以 取 作 流 线 在 :一 КРАНОВ Fr 
|= => a, r |=. = b, 

Ta" VA E НИЕ а АЈ Е ВУ, 把 а, b 当 作 Lagrange 28 
间 坐 标 , 这 样 各 力学 量 就 都 是 a,b Me ПР, dn 

р (д, r,t) = р(х (a, b, D, r(a, b t), D = p (a, 5,1) 
等 等 ， 因 而 奶 果 固定 2, b Hr Ан, AD 


-9 pla, Š, z) = Өх 9 (x, к, z) 
дч 


Ot Әх 


Ər а 
4.2. = ; 
| ' p (x, r t) 


+ P (z, r,+) 
— „Әә pp Әр Өе (1.3.2) 
Эх 


. 33: 


等 等 .这 实际 上 就 是 Lagrange 时 间 导 数 .方程 (1.1.35) 一 (1.1.37) 
8% (1.2.48) —(1.2.51) нук ШЫЖЕ и 的 散 度 和 压力 Pp 的 梯度 ， 
因而 需要 推出 在 Се, 2) 坐标 系 中 散 度 和 梯 魔 的 表达 式 . 把 (1.3.1) 
ЕКА ЛАКА (а, 5) 到 (x, r) 之 间 的 一 个 变换 ， 那 么 交换 的 
Jacobi ЭН zb 


у = OCr, r) 
(a, bY 
假设 J-0, 不 难 推出 
да 1 Br да _ _ 1 Өх 
8x Jð’ Br J ӘБ’ 
66. _19 6 _ 10 
Өх J да’ ðr J да" 


于 是 函数 f(x, ғ) 对 <* 和 > 的 导数 就 可 以 分 别 写成 
ðf — да Of + 95 9r. — 1 (8r. SL 
Ox Ox Oa Ox Ob J Öb Oa 
- 9r 8L) - L 2U, r) 
Әа Ob J Ə(a, BY 
8f _ да Of , Ob Of .. i(- Өх Of (1.3.3) 
Or Or до Tr дь J дь да : 
+ 5+ оГ ~ 196.0 
Эа J Əla, By 
至 于 :速度 п d RENE. ХЕ Euler 坐标 系 中 为 
ди i 8 
Dx ue д; 


这 里 » 一 0 是 对 应 于 二 维 直角 坐标 系 ,v 一 1 对 应 于 二 维 柱 面 对 
EIRA. FENH ror jE a x. 由 于 


Фу a = 


r= Ü. l, 


一 rmn 


A Z 


= p” Ə(x;,, r) (=, r.) 
jn by DG 2) 


f 


, 34 。 


= 9] (2 + де) + оо 


= p"Idivtt, "= Ü, 1, 


НИЕ (e, Р) 坐标 系 中 


— г*], р = 0, 1, (1.3.4) 


利用 (1.3.2)—(1.3.4) 可 立即 推出 Lagrange 坐标 系 中 的 流体 力学 
方程 组 、 从 (1.1.35) 得 


др pt Ө e 
д: -i oO: "J 
RD 
Ə 
— r"fp = 0, 1.3.5 
5, ГД р = 0 ( ) 


这 就 是 Lagrange 坐标 系 中 的 质量 守恒 方程 ， 从 (1.1.36) 或 
(1.2.49) 得 动量 守恒 方程 


дя _ — 1 (Sr ӘР — DE) 1.3.6 
д: ej “дь Os Ba BE?’ (1.5.6) 
9v. 31 {_ 9х 0p += SË) (1.3.7) 
8: ej Bb ða Ba Öb” 7 


考虑 到 (1.3.5), 在 Lagrange 坐标 系 中 r*Jp 不 随时 间 改 变 , 所 以 
动量 守恒 方程 有 时 写成 


да a_i (p дг Өр _ „, 0r Op ' 
дг т?р} (- 92 да И Qa 2). (13.6) 
б” — — p Сх ОР +," Ох OP) 1.3.7 
д: *”р] ( i дь да tr да Ob ) 
很 容易 得 出 能 量 守 恒 方 程 

дг Э 1 

一 一 一 一 一 = 0, 1.3.8 

д; +p д; 2 (1.3.8) 


最 后 看 一 下 在 Lagrange 观点 下 流体 力学 方程 组 的 积分 形式 . 
ХЕ, REE (1.2.62), (1.2.65), (1.2.67) 中 取 Z2) 为 一 个 任 


+ 35 * 


党 国定 的 质量 园 就 行 了 。 КЖ 200) 的 边界 92) BD W BF 
e 一 .于 是 方程 组 变 为 


< | pdV = 0, (1.3.9) 
dr Js 

_4 | pudV = 一 | gradpdV , (1.3.10) 
dr 220) gu 

< | eEdV 一 一 中 Pu + nd: (1.3.11) 
dr JÆ agn 


能 量 守 恒 方 程 还 可 以 从 【1.2.69) 得 到 ,其 为 

d 

de 

对 于 固定 的 质量 团 £00, mE 187) АНН Ze) 的 体积 
РЕНЕ Е , BI 


ДУ a | и пах. (1.3.13) 
dr 8#(t) 


这 个 方程 可 以 在 关系 式 〈1.2.53) 中 取 p= r, ЮА] p fE ОЭ 
2= 上 积分 而 得 出 ， 当 然 , 也 可 以 直接 从 质量 守恒 方程 推出 ， 


| pedV == -| рй, (1.3.12) 
gu mu 


54 冲 激 波 和 入 为 粘性 


大 家 知道 ,流体 力学 方程 组 的 和 解 可 能 会 产生 间 吴 ,这 种 间断 可 
МАА Е, 一 类 问世 是 力学 量 本 身 连续 ,但 它们 的 导数 间 晰 ， 
ЕЛИ Ж. 2089 RIT. РО КЕ РЕЗАНИЯ. 5 
Ва, ЖИ, НЕ БЕНИН 
©, ВНЕ ы ҮР ЕНИ. ВИД F iq ЛА ИН РЕЖЕ ВА BR E 
АК та онт. ТЕНЬ Б RE MA А k 38 SL , Br VA TE 
TET riri ДЕ КУ Z FH ГАТ ТАТ Р J e 27 5 BZ НН: # С REGE — 20 [ü] 
ТЕ) ЕЖЕ. ЕН, 动量 、 能 量 守恒 定律 来 推 
ЕВЕ SE. 

假设 ГО) 是 一 个 间断 面 。 在 ГО) 上 任 选 一 点 x， 并 作 一 


‚ 36 * 


Taa x 点 在 内 的 固定 区 瑾 €. 4 ГО) П = r (ey, FE 
D) 把 £ ЗН #7 (г), (г). НЫ, O00, 
= Г, (z) Ж Ә@ ПӘ, = Г, г) СИА 1.4.1, BAS Ә@,= 
DUT, 22, = ГА) ОГО). 在 DG) AWR о, e, 
E, p 的 值 ， 我 们 分 别 加 上 附 标 1 和 2.。 用 附 标 1 表示 力学 最 在 
££: — ШАЛА, ВЮ 2 表示 多 : —W Н. 先 分 别 在 
0.600 和 Zi) 上 写 由 质量 守恒 方程 (1.1.8) 


Г 


га 


Г: (t 


1.4.1 区 域 2, Øo 8, ЕН 
| Е = 一 Í — . 
dr ) ак pd aat eCu — D) : nds, 
ES 


dt m 247 一 一 | pla — D) · nds, 
考虑 到 在 Z 上 D=0, KA 


dt dit) rue 


-Í о,(и, — D) nds, 
Гир 


d: Лихо F4 


一 | mla: — D) - nds, 
Га?) 


Su EW A жаН, Не КОИ Яко, TOU 
Г.С) = 022, 此 外 T«Ce) жЕ 22, 的 一 部 分 又 是 OZ, 的 一 


"37> 


HÈ arita =. dra za a 


KAA (1.4.5)—(1.4.8) Eg йа] ЖТ AR FERES ЖА. 
从 上 面 推出 的 间断 条 性 可 以 君 到 ， 强 间断 能 有 两 种 不 同 的 形 


式 : 
(i) EAE. x BT M = 0, 
由 于 密度 p, 和 p 不 会 等 于 零 ,所 以 从 《1.4.5) 立即 得 出 
和 (1.4.9) 
ХМ C1.4.6) 推出 


Р. = Ps; (1.4.10) 
ЕП ТЕЗЕ НЕТ E. РЕЯ РЕ Л АЖЕ. 从 《1.4.7) 和 
(1.4.8) "АЖ, ТЕЗЕ АНТ F ЗЕ, НАЯ ВЕ ЛП НЕШ ЖҮ? 
ЇН]. 
(ü) ВЕ M >< 0. 
М (1.4.7) 式 就 得 到 
u, X m — u x n, (1.4.11) 
BI ED НЕР SES, 而 密度 ,法 向 速度 , 压力 和 能 是 在 冲 激 波 面 上 都 
可 以 是 间断 的 . 

当 我 们 用 差分 方法 解 汶 体力 学 方程 组 时 ， 必 须 考虑 到 出 现 
间断 和 解 的 情形 ， 四 十 年 代 中 期 , von Neumann 和 Richtmyer 
(1950) 提出 在 理想 流体 力学 方程 中 加 上 人 为 粘性 项 , 使 间断 解 平 
视 屠 移 做 法 是 很 成 功 的 。 他 们 的 站 想 可 归纳 为 三 点 : G) ERA 
方程 和 能 晤 方程 中 加 上 人 为 粘性 项 ， 这 样 就 在 流体 力学 运动 中 引 
进 了 某 种 入 为 的 耗 散 机 构 、 使 得 在 冲 激 波 面 上 的 隔断 解 变 成 一 个 
ÍETH SS ЕЕ SRL ЕЕ НИ, 但 却 是 连续 的 解 ; C) 由 于 
人 为 粘性 项 是 外 加 到 方程 中 去 的 ,因此 要 求 在 滞 波 过 渡 区 域 以 外 ， 
大 为 粘性 项 对 计算 结果 影响 不 大 ， 这 样 就 可 以 完全 不 考 虚 名 激 波 
的 形式 和 传播 ， 而 且 在 激流 过 深 区 两 侧 的 力学 景 还 可 以 近 亿 地 满 
НИЕ; Сн) 汶 波 过 渡 区 的 范围 应 限制 在 几 个 空间 步 长 以 
内 ; 随 着 计算 的 进行 这 个 过 渡 区 不 会 扩大 ,而 且 过 渡 区 移动 的 速度 
应 返 近 真实 的 滞 波 速度 ， 

按照 上 述 要 求 ;, von Neumann 和 Richtmyer 首先 在 一 维 Lag- 
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range 坐标 系 的 方程 中 引进 人 为 粘性 项 а. 他 们 在 动量 积 能量 方 
жатп ЕЕ РК 


Р =з р +g, (1.4.12) 
其 中 
Пр (Y, 当 Ӧн 一 0, 
! Эх Эх 
q = Эн (1.4.13) 
0, M — >= Ü, 
Ox 


! 是 一 个 常数 , НЕНИЯ, 一 般 写 成 sAr 的 形式 ，Ax Ж 
PE. 是 按照 计算 要 求 事先 违 定 的 无 量 央 常数 9， 

从 von Neumann Дм, НЕЕ Леа 
时 ， 在 方程 中 加 上 人 为 粘性 项 以 处 理 间 断 解 就 成 为 一 项 普遍 采用 
的 技巧 , 只 是 各 种 方法 所 采用 的 人 为 粘性 项 的 形式 有 所 不 同 。 有 
的 方法 虽然 不 明显 地 加 上 作为 粘性 项 的 项 ， 但 却 隐 含 着 某 种 实际 
上 起 着 粘性 作用 的 项 。 关于 粘性 的 问题 ， 我 们 下面 在 讨论 到 各 种 
方法 时 ,特别 在 第 四 章 中 将 详细 论述 。 


D ides MIGNE Rosenbluth 首先 提出 的 。 von Neumann 和 Richtmycr 


жан 4 的 形式 为 9 二 -Po SH ән. 


. 40. 


“wh re T Peal АА epi a ча 


фи E Euler $ = 


我 们 首先 讨论 解 Euler 坐标 系 中 流体 力学 方程 组 (1.1.25) 一 
(1.1.27) 的 差分 方法 ， 它 的 特征 是 在 固定 的 实验 室 参 考 坐 标 系 中 
观察 流 场 的 变化 。Euler 方法 是 适用 于 解 多 维 空间 中 流体 具有 大 
联 变 的 流动 问题 的 数值 计算 方 共 ， 
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当 我 们 具体 对 方程 级 (1.1.25) 一 (1.1.27) 进行 数值 积分 时 , 通 
常 是 用 差 商 代替 徽 商 , 把 微分 方程 组 写成 差分 方程 组 。 由 于 所 考 
点 的 系 绕 的 状态 量 ， 不 仅 依 赖 时 间 变 量 1, 而 且 依 赖 于 空间 坐标 
(x,+)， 因此 在 写 出 差分 方程 之 前 ,要 把 连续 的 (x, r, г) 的 空间 
转换 成 离散 的 空间 两 格 . 为 此 ,我 们 把 所 劳 踢 的 区 域 {(x,+) € O, 
T> 0) HIRME H OE (х, г) 平面 上 的 有 界 区 域 。 如 果 
Q 是 矩形 区 域 Lr < X, 0 < r в, 我 们 可 以 用 两 族 直 线 
x= jr, 7 一 0,1， f, 
r= Ах, K—0,1, ., K, 
34 O ly IK 个 矩形 子 区 域 . 把 每 个 这 样 的 子 区 域 叫做 爽 格 , 它 
的 * 方 向 和 7 方向 的 空间 步 长 分 别 是 Ar = X/J 和 Ar — RIK, 
其 中 了 和 天 是 网 个 给 定 的 整数 ， 我 们 用 一 对 有 序 的 整数 (j, k) 
对 网 格 进 行 编号 ， 用 О, 表示 自 左 至 右 第 j 列 , 自 下 而 上 第 天 


行 的 那个 两 格 ( 见 图 21.10), 它 的 中 心 位 于 s — (i — L) Ar， 


n= (к= E) Ar, Ou 的 上 ， 下 ， 左 ， 右 四 条 边界 分 别 位 于 


Гана RAr, туз = (А — D)Ar, x; = (; — ПАх 和 хра 
jAx 的 直线 上 .把 这 四 条 边界 分 别 记 为 Гю, Гы» -44 ЖП 


= 41 = 


vos чт А0. ede dir has, © +! 


r. Xo. 


Ш 2.1.1 PH Oa 的 编号 


对 于 Descartes ЖАНРЫ, FARRER KEH Ах, 
Ду, ТЕДДИ. WREE RAIAR, ЗВ Oj Ж 
r 一 《天 一 ПАГ W r = iar 为 内 外 半径 和 帘 为 Ax ПВ, 
如 图 2.1.2 所 示 ， 


Е 2.1.2 柱 举 标 系 的 空间 网 格 


ЖЕЖ 21.1 ЯВ T WEE 9,, 几何 性 质 ,其 中 ST 是 网 属 Oii 
TID H Qiu 之 间 分 界面 Г 的 面积 ， Sid EE TR Qj Ж. 


БАЕ Эа 之 间 分 界面 Ted 的 面积 ，V ЖЖ OQ, МЕ 
f. 


35 2.1.1 网 格 О,, 的 几何 性 质 


Е J 平面 坐标 R & PR 
ER V. Ar ду 2m (4 一 1) Ar? Ar = Iarr Ax 
面积 5; y 2л (А 一 2.) AF = Ўлка Ar 


2л AAF Ax = 2 444^" 


ШУК, ТАЈА Ыы 0 <: < T. ВМ — 1 AAI 
Beo: gr! = T. WARRE arti st P HL 


РЯ 2.1.3. — Kei. ЕИ 358 VES rh АР EC RS BR ETE SEE КЕЕ 
1E RS. 


83 2.1.3 上 时空 网 格 划分 


疯 格 建立 以 后 ,就 可 将 原来 定义 在 区 域 上 每 个 点 的 力学 量 , 如 
速度 и, 密度 p, PIRE e, 压力 ?等 等 离散 化 , 即 苦 虑 定义 在 离散 点 


+ 43 * 


————.. — + — u m. np 


上 的 这 些 力学 量 的 情 . 由 于 方法 不 同 , 这 些 量 定义 的 离散 点 可 以 不 
一 样 ， 这 将 在 以 后 讨论 方法 时 进行 具体 的 靖 述 . 

ВЕКИ 月 学 方程 组 近似 解 ， 就 是 将 微分 方程 组 中 
的 各 力学 量 的 徽 商 用 这 些 离散 点 上 力学 量 的 差 商 代替 ， 得 到 一 个 
差分 方程 组 ,然后 从 初始 条 件 出 发 , 按时 间 步 长 逐 层 计算 ,有 求 出 流 
Xo) Xr AME ж. 

ЕЕ TERERAA E: Pun ЯК E Ж 
Е. 为 简单 起 见 , 这 里 以 一 个 只 依赖 于 一 个 空间 变量 * 和 时 
疝 变 量 : 的 函数 f(x. 6) 为 例 来 说 明 这 一 点 。 人 和 假设 (x. O 充分 
ЖЕШ, НИЕ Taylor 展开 ,可 以 得 到 

flx, А) — fx,t) _ ©] 


< 5: + OCAD, (2.1.1) 
Ке; + А2) — s c (x алх, г) 9i 
At ЕЕ 
D з: (Ах) 
+ о (Ar, 之 Ta ea), (2.1.2) 
其 中 
0=<= < 1, 21 s. = 1, D) ec, = 0, 
rm- gm—f 
f(x Ar — f (x, n 
A 02 + Olar), — (113) 
f(x, r) — fix — &x,1) Әр 
s ac + Olar), (214) 
{(х+ Ar, 1) — J (z — ^x,1) Bf 2 1, 
Ге Эг + ОЦАх}), (2.1.5) 
或 
JO EL CERTUM 
Ax 
= ÎL + о((Аху) (2.1.6) 
Ox 


+ 44 * 


Í (z, 0 — f Axr, t) 


Ах 


Ах f(x, 0) — 2f (x — Ax, 1) + f (x — 2Ах,?) 
十 一 2 


Ат 
一 SL + O(CAxY), (2.1.7) 
f(x + Ах, 1) — 2f (x, 1) + Jf (xz Ах, t) 
Ах? 
一 也 二 2 | 
Br + OCCAx y) (2.1.8) 


等 等 。 由 此 可 见 用 (2.1.1》 和 (2.1.2) йул НИТ Кх, t) 
对 了 上 的 由 导数 ， 从 (21.1) 可 以 看 出 ; 当 Аг 0 时 , ИМЕЯ 


BAT S. 通常 称 这 种 差 商 为 对 时 间 的 向 前 差 商 . 它 和 at. >% 


是 A; ñJ—Bt R, RRCA A: 是 一 阶 的 . 而 对 于 
(2.1.2) 左边 的 差 商 , 仅 当 At 一 0，Ax 一 0 ЕЛЕ 


近 于 2L, 在 这 种 情况 下 ， 还 必须 补充 要 求 2: = 常数 。 这 时 
(2.1. Ds Zea E DET б, 其 精确 度 对 A: 与 对 Az 都 是 


一 阶 的 。 (2.1.3) 一 (2.1.7) 的 左边 都 可 以 用 来 逼近 97, (2.1.3) 


Ж (2.1.4) 分 别称 为 对 空间 的 向 前 差 商 和 向 后 差 商 ， 其 精确 度 对 
Ах 都 是 一 阶 的 。 (2.1.5) ft (2.1.6) жил, Пт 
(2.1.7) 左边 的 差 商 精确 度 对 Ах яуа: ду. (2.1.8) 的 左边 则 


是 对 SL 的 二 阶 精 确 度 的 逼近 . 
利用 这 些 近似 关系 式 ， 就 可 以 在 矩形 况 格 上 建立 逼近 微分 方 
程 的 差分 格式 了 ， 


$2 Euler 流体 力学 方程 的 差分 格式 
现在 开始 推导 逼近 〈1.1.25) 一 (1.1.27) 的 差分 方程 。 我 们 把 
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T ЖБК] 5 ZYF Б. EL х 方向 和 3 方向 的 步 长 分 别 为 Ах 
和 Ау, 并 且 取 时 间 步 长 为 Az, 我 们 定义 所有 力学 变量 py u, v, с, 
РАЕН Q4 Bru дА EUR LE 2.2.1). руль Hits PAS Chk 
和 部 分 别 表 示 用 差分 方程 所 求 出 的 р, s, c, eI PEE : = r" Ff 


ki, Жк Qi 的 中 心 点 ((i 一 二 ) ar, (6 E) ar) 上 的 近似 


值 .为 简化 书写 ,在 第 二 和 第 三 章 中 , 凡 省 略 上 标的 变量 表示 “一 
时 刻 的 量 , 其 它 时 刻 的 变量 都 有 上 株 . 


Ajik НА "j,k 


p. 
— — Ld 
2.2.1 力学 变量 在 2,4 РА 


WRAHA AA P C e RE * ро АЖ, MARLEN 
起 对 空间 x* 和 空间 ?y МАНЕЖ, 就 可 以 写 出 Euler 流体 动力 学 方 
程 组 (1.1.25)—(1.1.27) 的 差分 方程 组 
PA 一 рр Сән, бра) 
A T А о 
Ceria CPV TR- 
+ 0, 
(онур! 一 《pg руа — реА, 
Ar 770 л 
(оми); ach — Семена 
Ay 


(2.2.1) 


Piri РА шуу, 
Ах 
— {рә} Cour) aa (ие) За 
A T Ax 
(002); ъа — Cor 24-4 
А 


(2.2.2) 


nti 


{ре} 


Pig — Pht- 
А“ 0, (2.2.3) 
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(PENS — (pE) “(puE yn ia — CoesE)j- 14 
A + Ах 
(pv ЕЁ à — (pe ЕУ „с 
t+ A —— 
(Puja aa (Рид 
Ах 


(PoDj aeg 一 СР 
— =. (2.2.4) 


式 中 的 P 是 压力 Pp 和 人 为 粘性 4 之 和 ， 于 力 ? 是 密度 P 和 内 能 e 
НОВ, Е (0) + e, 通常 9 有 多 种 形式 , 例如 


0, (шык — ha) 20, 
Pirk + Pik 
Guha "U^ 1a а“ 
X (=a mm йна.) 3 CIT" — 2g) < 0, 
{2.2.5} 
和 
Ü, Cnm m Ph) = 0, 
раз: Y Dj 
Jit д 一 一 一 
x (ria — Pakti) " Cras = ТЕЗ. =< 0. 
(2.2.6) 
这 里 a 是 某 个 适当 的 常数 ， 


(ри );.,, Кое ЖП СРЕ), 分 别 表 示 网 格 QA 中 的 * 方向 的 
动量 , У 方向 的 动量 和 总 能 量 。《pwYyp 有 ts Сәрин ад, Хрон) 
Ж «ре», 分 别 表 示 通 过 边界 Гү 的 质量 输 运 量 ,* 方向 
的 动量 输 运 量 , y 方向 的 动量 输 运 量 和 总 能 且 输 运 量 。 (ре) аа, 
(рика, (pura, 和 《pvE рз 分 别 表示 通过 边界 Tha 
的 质量 输 运 量 , х 方向 的 动量 输 运 量 , y 方向 的 动量 输 运 量 和 总 能 
Жай. Р, 和 Pia 分 别 是 在 边界 Paya ЯП Г 上 
的 压力 。 «Ри 和 Ро) +4 分 别 是 在 边界 Una 和 Là 
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土 所 作 的 功 ， 

ЕЕ НН (2.2.1)—(2.2.4) 中 ,各 项 输送 量 是 在 网 格 的 边 
RERE 由 于 我 们 离散 化 的 力学 变量 只 在 网 格 S, ЧА 
上 取 慎 ， 所 以 网 粘 边 界 上 的 量 必 须 用 网 格 中心 的 二 以 某 种 权重 擂 
fé ifm fex. 

XP NE ЕШ (он). "TELS LIB JURE REI sN: 

(1) ЕЕ 

(онуна "= " (ор F Pia Gta F aa). (22.7) 


(2) 交错 插值 


(он) 4.4 == > (р, н ыа, + Pru). (2.2.8) 
(3) 贡献 播 值 ? 
d Hita, инь T uuu = 0, 

(риу 77 P k tto bk tt (2.2.9) 

РКТ. К» ик viuum 
(4) 部 分 贡献 揪 值 

1 

> Opa Uta P paa), инь F uasa SO, 
(ou) т 41 

PL (uj 十 npa), uj Нина > 0. 


(2.2.10) 
Ж] (Ре; AE IL ETE RS SEE X. 


如 果 用 了 表示 4, 或 y。 或 ,可 以 写 出 动量 和 能 量 输 运 量 的 
MEAR: 
(1) hòbi 


(рін) 4.4 == A (ры. + Pra) CM + н) Оа + NOM 
1 
(рана = "m (pika + ры) Се + Via) ska T+ la). 
(2.2.11) 


1) aR IRL О WARR Ол, 则 把 Dra АНЯ, Озь, 称 
JERAM. 


+ {Б + 


(2) 部 分 贡献 插值 
Hik Чад 
2 3 
КОЛУ = ILE P + Нуна) = 0 А (2.2.12) 


RIP 


риа ia T a2, 
Sin T онд) = 0, 
Pikti naa 十 via )12, 
0.500 T юы) > 0, 
Opal iai raa T vj 3/2, 


0.5 (ок + пин} < 0. 
(3) 完全 和 贡献 插值 


Pia] aus э 0.5 (изя Нил) > 0, 
(pluuia m 
Руках» = Обида + Uk) =< 0. 


Ceko в» = (2.2.13) 


(2.2.14) 
pj. Н. э ks 0.52 А р) > 0, 
Cafe Jig = | кеа А г) 
Руа ый аа О. + tja) s 0. 
(2.2.15) 


通常 ,对 Рад Pirri ОЁ ЯП (vau 采用 中 心 播 值 


Pit = (Pink T P5. 
(Pudia == E (Риа + Pia Gra + a) 
Нах 4 ЕН pk ITL k [ В 
1 
ИТЕ = 2 (рый Рун) r 


1 
(Рә + = ” Gai + Руд) Сны TF 4). 


在 把 (2.2.1)—(2.2.4) 写成 能 用 在 实际 计算 中 的 差分 方程 时 ， 
对 不 癌 的 输 运 量 可 以 用 相同 的 插值 公式 ， 也 可 以 用 不 同 的 插值 公 


式 ， Longley (1960) 和 Hirt (1968) 研究 了 输 运 量 各 种 插值 公 
式 对 流体 运动 计算 的 影响 . 


输 运 量 酒 值 公式 的 选取 对 流体 力学 差分 格式 返 近 原 偏 微分 方 
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程 组 的 截断 误 关 和 稳定 性 是 十 分 重要 的 .不 难看 出 ， 用 插值 公式 
(2.2.7),(2.2.8) 和 {2.2.11) 所 得 类 的 差分 相当 于 中 心 差分 ， 其 截 
断 误 差 是 二 阶 的 .用 插值 公式 (2.2.9),(2.2.10), (2.2.12) 一 {2.2.15) 
相当 于 梁 用 向 前 差分 或 向 后 差分 , 其 截断 误差 是 一 阶 的 ， 但 是 插 
值 公式 的 选取 不 能 只 从 截断 误差 上 去 著 意 ， 还 必须 考虑 到 格式 的 
稳定 性 . 


$3 差分 格式 的 稳定 性 分 析 


用 半分 方程 求 数值 解 时 ,我 们 要 求 ， 第 一 ,差分 方程 必须 对 微 
分 方程 有 良好 的 近似 , 即 所 谓 的 相 容 性 问题 ,也 就 是 差分 方程 的 截 
CDS XE ра ах IBDRUNDBIZARGEST XE €. 第 二 ， 差 分 方程 必须 
是 稳定 的 . 假定 原来 微分 方程 的 初 值 问题 是 适 定 的 ,而 且 如 果 差 
分 方程 和 微分 方程 是 相 容 的 ， 那 末 线 性 问题 稳定 性 是 收 全 性 的 充 
分 必要 条 件 ， 这 就 是 著名 的 Lax 等 价 性 定理 ， 所 以 ,分 析 各 种 差 
分 格式 的 稳定 性 是 很 重要 的 ， 有 很 多 分 析 稳 定性 的 方法 ， 本 节 将 
介绍 流体 力学 计算 中 常用 的 von Neumann 稳定 性 分 析 和 启示 福 
稳定 性 分 析 ， 


3.1 von Neumann 稳定 性 分 析 
1 ”差分 格式 的 稳定 性. 沙 虑 常 系数 线性 候 微 分 方程 组 和 初 
始 条 件 


0 alz) == P(- alx), x€ Н, 0 <€; = (2.3.1) 
9: Ox 


alr, 0) = f(x), (2 3.2) 
其 中 alr, г) ЕЩЕ а = (и, Has tt. 8.) 5 P (2) 是 一 
ТИМ: 


9. | 8m _ 
(2) - $14 


Е i Әхидхт- - -Orv 
这 里 ”是 一 个 多 重 附 标 ， 


. КО + 


p = (ру фуу 55504), 
navate ua ЖЕҢЕ ЖИН ҖЕ. od mm оо ee ws 系数 А, RE Xs 
ЖЕРЕ. 
НЕДР Л ES (2.3.1) Яп (2.3.2). ERR. $ 2.2 所 讲 的 方法 
4 8. g үг 2; 
Bi (x) = Виш" (ж), (2.3.3) 
Ux) == f(x), (2.3.4) 
其 中 out) JesE S EB а РКО, x 是 网 格 的 任 一 个 节 
FA. By, В, Ef Ж Т A, Ar (Ах, Ax, +t, Ax) ВЕ 
分 算 子 ,可 以 写成 | 
B = >` BT”, В = >) BPT’, (2.3.5) 
Ée N, ANa 
这 里 В, BP БАХ ИНН; S= (в, В, ` 042); 
№, М, Ж 8 = (0, ---, 0) 附近 的 一 个 有 限 集合 ; T 为 位 移 
ЖЕ. У 20 
Ta (x) == u (z, + Ах, ха + Ах), 585° s Xa 十 беха). 
BES A: TEN, Ах 也 以 一 定 方 式 趋 于 敌 
Ax, = (А), Ar m agn Arn), oy Аха == pil Ar). 
因而 B. B, ТАЖЕН T A; 的 差分 算 子 ， 假 定 B, 的 道 
算 子 存在 , 那 末 差分 方程 (2.3.3) 可 以 写成 
a+ = C(Arym, (2.3.6) 
这 里 с(мгу= ВВ. 由 于 C 并 不 依赖 于 1， 所 以 从 (2.3.5) 不 
难得 出 
и" = C(A jt, (2.3.7) 
在 进行 数值 计算 时 ， 给 定 空间 和 时 间 步 长 Ax, A; 后 ,利用 
差分 方程 (2.3.6), MEE (2.3.4) 出 发 ,经 过 # 步 就 可 以 得 到 时 刻 
T = nA: 的 数值 解 ， 如 果 不 断 缩小 时 间 步 长 Ar, RER A T 
ВОЕН РЗ m 就 不 断 增 大 。 БИЖ в 增加 的 时 候 , 差分 方程 的 解 
的 趋 疝 如 何 , 这 是 一 个 十 分 重要 的 问题 ， 如 果 当 = GB. 
程 的 解 并 不 随 之 而 无 限 增 大 , 那 末 这 样 的 差分 方程 就 是 稳定 的 .下 
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жылыны eba та 14 
— -—— s _ uwa Mri eni LR RR RR RB e HP ePi iin ee fis she i c. 


面 给 出 稳定 性 的 定义 ， 

定义 ”差分 方程 (2.3.6) 栎 为 是 对 初 值 稳定 的 ;如 果 存 在 常数 
K> 0 # r0, НИЕ 0 <А т, 0 < nA: < Т 
的 Az ли, EF ССА) 是 一 致 有 界 的 , 即 不 等 式 

IEA < K, (2.3.8) 

对 Az я З, | АЈ ES. 

2° ЖЕЖ. ЕГЕН Fourier 变换 来 研究 差分 方程 
(2.3.3) 或 (2.3.6) 的 稳定 性 。 由 于 差分 方程 的 解 u"{x) 只 定义 在 
两 格 的 节点 上 ,因此 我 们 要 在 网 格 节 点 之 间 将 函数 a"(x) 作 适 当 
的 延 拓 ,使 u"() 定义 在 z€ R 整个 空间 上 .为 应 用 Fourier 3E 
换 , 我 们 假定 所 考虑 的 函数 属于 L 空 向 , 即 是 平方 可 积 的 函数 . 
函数 w(x) 的 Fourier 变换 为 


Ga(5) 一 men ed, T1 
JEE Parscval 关系 式 有 
le 一 了 站) 
这 里 i "1 表示 函数 的 Г. $Ñ. 
TE (2.3.5) Ç À. (2.3.3) A IN Е Fourier 变换 得 


У) еар | i >] BegsAxo) dC) 
mul 


BEN, 


4 
一 > 8j exp l; ^ BE Ax] &"(=), Ec R? 


BEN, 


(2.3.9) 
in d 
Н.Е, Мм) = У} BiPexp l г»; AR 
Be N, й = 1 
НИЕ, №) = D Вер {i D) в.д). 
Bc Ny, a-] 
++ 


НН, = GCE, м), 


. 52 = 


ЗВ (2.3.9) 可 简单 写成 
а" (Е) = GCE, Аг)а" (Е), £ ЄВ, (2.3.10) 
Хх G, Ar) Тех, ЈК. HT G 
t EX, МЫ 
(Б) 一 GCE, APAE), EERS (2.311) 
未 难 证 明 算 子 C"(A1) AA RES TER GAN 的 
—SU AXE. 因而 关于 常 系数 着 分 方程 稳定 狂 的 研究 就 归结 于 
研究 首长 丐 阵 乘 宪 的 一 致 有 界 竹 了 . 
3° von Neumann Ё. 由 于 一 个 ox e We Be А АА A 
TERRY обл), ЖН 
[ed 一 Pd) < AE =< 14|". 
办 市 IG, an" 的 一 致 有 界 的 必要 条 件 是 存在 常数 Ci, 使 得 
[оС © )]" = С, (2.3.12) 
对 满足 0 < A; < r+, Ü < nA: T, E ER 的 А, a, E 一 至 
成 立 。 我 们 总 可 以 假定 C, > 1， 所 以 从 (2.3.12) 就 得 


1 
(< с" б<я&-1— 
А; 


x 


也 即 
p(G) = сї. 


由 于 CF 在 0 < A: < z 中 是 Ar 的 一 个 四 函数 ,并 在 A — 0 时 
等 于 1, м 
ст = 1 + GA, 
X PR EL 4821 25 475 Ж (2.3.3) 稳定 的 必要 条 件 是 它 的 增长 矩阵 
G(E, Ar) 的 特征 值 1,11, ---, А, 满足 
l| < 1+ O(AD, = 1,2, 5,5 

对 0< А: <т, £ € К Щи, 这 个 条 件 就 是 差分 方程 稳定 
的 von Neumann 必要 条 性 . 

当然 ， 在 实用 上 更 为 重要 的 是 找到 判别 效 分 方程 稳定 性 的 充 
分 条 件 。 
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a) ЕНГЕ ВЕУ КЗ ГТА, 因此, ЕРЕС Е 
EIERE, von Neumann ZEE 2F84F45 Е B 76.27 RE. 

b) щат, GR 1 x 1853686, ДЫМА 
Py. МЕ GYG = GG" 恒 成 立 , 所 以 von Neumann 条 件 成 
为 差分 方程 稳定 的 充分 必要 条 性 . 

c) 因为 上 Gi = V(p(CG56)), 所 以 如 果 

AGHG) SES1+ Olar), 
对 所 有 0 过 Ar < r, па T 一致 成 立 ， 则 差分 方程 也 是 稳定 
的 ， 


4° Я, 
a) 考虑 还 近 热 传导 方程 
дч ди 
9r соз T bt т> 0, >D0 
的 差分 方程 
CO — u^ (x) 
At 
— g £t x + Ax) — 2u"(x) + w° (r — Ax) 
Ax? 
+ ён" (ж), (2.3.13) 


PE Fourier 3,8 
RIIE) = GCE, A0E'CE), 


其 中 增长 因子 
СЕ, Ar) 1 — 29 agit 4+ ¿Ar 
Ax? 2 
пж A 1 
Jt 
AS 常数 < > (2.3.14) 
则 有 


[Gi] & 1 -- OCA), 
RIN JE von Neumann 和 条件。 因此 格式 (2.3.13) ЖЕ (2.3.14) 
成 立时 是 稳定 的 


Б) 我 们 考虑 逼近 非 线 性 方程 


Ou 1 ди 
一 一 一 一 = Ü 
ei +“ Әх 


的 莹 分 方程 


eG) — D + (шуу t G0 — iG Ar) 0 
Af Ax 


(2.3.15) 
的 稳定 性 。 由 于 对 非 线 性差 分 格式 的 稳定 性 还 没有 一 般 的 判别 法 
则 ， 通 常用 线性 化 的 办 著 ， 将 非 线 性 送 分 烙 式 中 的 系数 如 以 D 
结 ”, 即 当成 常数 ,然后 用 分 析 常 系数 差分 格式 稳定 性 的 von Neu- 
mann 方法 进行 考察 .例如 在 以 上 的 差分 格式 (2.3.15) 中 ,将 第 二 
项 中 对 х 差 商 前 面 的 系数 OF ARER, 进行 Fourier 变 
换 , 便 得 到 
пор) 一 "(Еу 一 A ae AE) — amen. 
整理 后 有 
aati === —. Ar _— gaciEAx ñ" £ 
eng) = fi — ar ac easy С). 
于 是 求 得 增长 因子 为 
= — E — Fill 
G(£, Ar) = 1 dire (1 ). 
яж 
2 = | 一 „ А — м АР — cos х 
С] -1—2 ^ (1 315 EAx). 
щч ЖҮ 


e 251 (2.3.16) 
Ах 


成 立时 ， 有 |С| =< 1， 即 满足 von Neumann R. 因此 格式 
(2.3.15) 当 (2.3.16) 成 立时 是 稳定 的 。 不等式 (2.3.16) 称 为 稳定 
НЕВЕ Ах 以 后 ， 选 取 时 间 步 长 的 一 个 
依据 。 从 (2.3.16) 可 得 


e S5 з 


А =< Ax, 
арен Ув. 实际 上 是 一 
个 变量 ， 因 此 时 间 步 长 的 选取 应 满足 


Az = sup Az. (2.3.17) 
н 


在 实际 计算 中 ， 由 于 从 (2.3.16) 并 不 是 严格 推导 出 来 的 稳定 性 条 
件 , 所 以 往往 在 (2.3.17) 的 右 端 再 乘 上 一 个 小 于 1 的 保险 因 于 a: 


Мм жа supr Ат, cazi, 


3.2 和 启示 性 稳定 性 分 析 


上 面 所 讲 的 von Neuman 稳定 性 分 析 方 法 适用 于 常 系数 的 
线性 差分 方程 ， 伍 是 许多 找 述 物理 问题 的 方程 是 非 线性 的 ， 或 变 
系数 的 。 对 这 样 的 情形 ， 为 了 研究 这 类 差分 方程 的 稳定 性 ，Hirt 
(1968) 和 Яненко 及 Шокин (1968) 几乎 同时 提出 一 个 简单 的 局 
示 福 方法 。 所 给 出 的 讨论 是 不 严格 的 ,或 不 完善 的 ,但 能 提供 一 些 
对 稳定 性 来 说 是 有 用 的 讯息 ， 下 面 我 们 先 推导 对 居 示 性 分 析 很 有 
用 的 有 限 着 分 方程 的 微分 表达 式 ， 

1° 差分 方程 的 向 分 表达 式 。 为 了 简单 明了 起 见 , 作 为 鲍 于 ， 
我 们 讨论 简单 的 常 系数 一 阶 方程 


Ән Ou 
or t Сау 0 {2.3.18} 
的 差分 格式 
и (x, t + Аг) = Ў) Ри (z + ВАХ, t), (2.3.19) 
p 


其 中 例如 == 0, +1, +2, tt: 
BE s(x,:) ВУ, ис, 1 + Аг) 和 ulr + pAr, i) 
Е (x, :) 的 附近 作 Taylor 级 数 展 开 , 代 人 (2.3.19) 后 得 到 
x ET: б - 2:6 >: a 9 5" 
ШЖ (2.3.19) 与 2318) "m HEBR Eae t 
* 56 * 


(2.3.20) 


Ў 5р1, 5 85, = а 5%, (2.3.21) 
B Ax 
这 样 可 以 把 (2.3.20) 写成 


8v (AD 
б^ р T ar 
-5 У, GALDT 0. (2.3.22) 
mim 7 т | Ox" 


Яненко Е Шокин (1968) #1 (2.3.22) 而 做 差分 格式 (2.3.19) 的 
D 型 微分 表达 式 . (2.3.22) E— EA ВИКИА Е. ШЖ 
对 2 Ж ЖТ EUER ВВЕЛИ, d] — A Bn К 7 $8 ‚ИДА 
AB УЖЕ (2.3.18) 的 差分 格式 《2.3.19) t: E: IE iiic ВН 
的 商 阶 和 偏 微分 方程 的 ， 例 如 如 果 在 (2.3.22) 中 对 了 工 和 如 求 和 只 取 
一 项 , 则 得 到 二 阶 方 程 

9v +a дь + А! Ov 1 (Ax 5) b 2 


EM Өх 2 Өй 2 A: 


(2.3.23) 
"X E, М A 一 O(Ax) 时 , 3 2y3E (2.3.19) ИН 
近 二 阶 微分 方程 (2,3.23). 


现在 讨论 从 方程 (2.3.22), 并 及 复种 用 (2.3.22) 消去 АТ t 
的 二 阶 以 上 的 导数 ,和 关于 + 和 = 的 混合 导数 . 为 了 消去 57 Уй, 


внат 220. ЕЯ (2.3.22)， 然 后 把 所 得 结果 与 (2.3.22) 


相 加 ， 产 生 新 的 方程 中 有 一 a A Jg 244 м. 2 Е 


用 方程 (2.3.22), Уз М, ЕВН. — 
这 种 相 谊 的 重复 过 程 ,我 们 把 这 种 重复 计算 过 程 列 入 表 2.3.1 h. 
在 表 2.3.1 中 第 一 行 是 方程 (2.3.22) 包含 的 直到 中 阶 的 导数 
(通常 ,在 实用 中 已 经 够 了 ) ,第 二 行 分 别 是 它们 相应 的 系数 ， 自 第 
三 行 起 ， 依 次 指明 用 最 左 列 的 微分 算 子 作用 (2.3.22) 后 得 到 的 系 


+ $7 + 


Ж. SARR RAT ЗЕЕ НИХ, 


相 加 ,就 得 到 方程 
Je д» = av Ov 
БШМ dm B2) o9 B3) 92 
+ u( 4) д» 4, (2.3.24) 
дх 
其 中 


ко (Ж (A), 


Ax) 
03) — — Map QD d ОВ s 


аа) |, 
+) А (57 rh. — (a SY) (2.3.25) 


+ (3) Ata — e ge) 


— GN? о, 


HE (2.3.24) И УЖ (2.3.19) BJ PH ЖУ GA SX. MBIT 
关于 差分 格式 的 T 型 给 分 表达 式 的 讨论 一 样 。 如 果 在 《2.3.24] A 
端 只 取 有 限 项 , 则 得 到 一 个 关于 上 是 一 阶 ,市 关于 * 是 高 阶 的 偏 微 
分 方程 ， 如 果 我 们 保留 的 最 高 阶 是 偶 次 的 , 则 得 到 一 个 高 阶 抛物 
型 方程 ， 可 以 认为 着 分 格式 (2.3.19) 也 是 逼近 这 些 高 阶 扫 物 型 方 
ЕН. Я, Ш p(2) 2 0 BF, 差分 格式 (2.3.19) 就 可 以 看 成 是 


X 31499 а 
2e. + a = = (2) Ze 
ВУ. 
RH Ах 各 А, 以 任意 形式 趋 于 零 时 ,方程 (2.3.24) 的 右 
ада 39. MAEHE (2.3.19) БЕ) Е (2.3.13) 是 相 容 
RS. (2.3.24) 的 右 端 叫做 截断 误差 项 ， 误 差 项 的 增 绩 Ax T A: 的 
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ВЕНЕ ЖОЖ RDDR EAE. Piin, (2.3.24) 
#2) 2e 0, ЕЕ (2.3.19) JÉ НИР. 如 果 取 5 满足 
之 ghe 2E 和 2, в, = —(‹ аг. , 
Bl (2) = м(3) = 0, WIA (2.3.24) 可 推出 差分 方程 (2.3.19) ЈЕ 
三 叭 逼近 的 . 
例如 ,方程 (2.3.18) 的 Lax-Wendroff 格式 是 
r (z. ! + А!) — c (x, r1) р(х + Ar, г) — v» (z — Ах, г) 


二 a 


№ 2AÀx 
Q4 A4 о (x + Ах, 1) — 29 (x, !) + e (x — Ах, г) = D 
2 Ах? | 


(2.3.26) 
将 (2.3.26) 各 项 在 (x, 0) 附近 作 Taylor 级 数 展 开 , 可 以 得 到 


Ar ү "CEP NEN # Y 
> p = (а^, 21 6%, eL Fh ( ay, 
从 而 容易 算出 (2) = 0, (3) 一 一 = (Аа А) 和 (4) = 


— car (Ax! — ПАР). 由 此 得 到 Lax-Wendroff ЖАН 
rik K. 

2? 局 示 性 稳定 性 分析 

我 们 把 在 上 面 得 到 T 型 微分 近似 表达 式 (2.3.23) 写成 

An Do _ Фе ZA: 
ЎЎ Poux! Ө! Әг > bu Ах? 
в В 
Ө» де 
x (2 + а 9) 0, (2.3.27) 

这 种 形式 的 方程 显示 出 双 曲 型 方程 的 特性 ,对 任意 点 (z, г) 的 影响 


НЫ (+, 0) 的 斜率 为 圭 [Ee 的 特征 线 所 图 成 的 


Bb Ах? 
B 


区 域 ,如 图 2.3.1 所 示 . 
有 限 差分 方程 (2,3.19) 也 存在 影响 域 ,对 任意 离散 点 ОА, 
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кыл. acm r — - 


nA) 的 影响 域 是 由 通过 (Ах, sAr) 的 斜率 为 圭 A 的 离散 特 
Uii MEI MR 


和 (2.3.29) 推 出 =, 和 % 必须 满足 
и = У C^ DAP? a (20), (2.3.31) 


四 一 У) (- DPA + 1), (2.3.32) 


ЖД (2.3.30) 94 a, < 0 НЕШ НЇН Te РАК p ЖЕЛЕ КЫЛУ ‚Г 
当 o, > 0 有 时 则 以 指数 函数 形式 增 大 ，m = 0 是 完全 不 衰减 的 情 
JE. 从 稳定 性 的 观点 来 看 , 我 们 感 兴趣 的 是 =, < 0 的 情形 .这 
ВЕ, 012538 (2.3.29) 中 只 出 现 偶 阶 导数 的 情形 . 

四 小 波 数 不 的 情形 , A EE os 的 表达 式 (2.3.29) 不 等 于 零 的 
那些 项 中 ,只 落 看 关于 不 的 最 慨 次 项 ( 设 为 (一 1 А2.) ), ИЯ] 
РЕНА, 为 了 使 m < 0 必须 有 

(—1ya(2>) < 0, (2.3.33) 
我 们 称 (2.3.33) 是 启示 性 稳定 性 条 件 , 由 于 这 个 条 件 内 是 对 小 波 数 
К ЗА, MATERE (2.3.33) 是 不 充分 的 , Bd Em, 
它 的 必要 性 还 可 以 这 样 来 解释 。 由 于 差分 格式 (2.3.19) 也 是 逼近 
微分 方程 | 
2 + а = = > нб) z, 
的 ， 这 是 高 阶 (2m УКОЛЫ, 它 的 适 定性 要 求 最 高 阶 导 


数 的 系数 请 足 条 件 
(—1)"u(2m) =< 0, 


这 正 是 (2.3.33). RANE, Я ТЕЖЕ Тм 
适 定 的 数 分 方程 , 那 末 这 个 差分 格式 是 不 会 稳定 的 . 

ЭТЕРИН XE (2.3.18) 的 几 个 常见 的 差分 格式 的 启示 性 稳定 
tHE. 


a) 对 于 Lesx-Wendroff 格式 (2.3.26), 我 们 有 
(1р2 X 2) = (4) = — 24. (Да? — PAP) < 0, 


有 从 而 推出 稳定 性 条 件 Az < Ar/ |а|, 
b) УГОЛ 


a 61 š 


(2.3.35) 


(2.3.36) 


6 5387 ... == ü, (2.3.37) 


_— # (Az + ear) 8°“ 4. "tta (2.3.38) 
6 Әх? 

ди ди jal и 

Ou LS Li (Ar — PR 

а ^5. 2 < AD 3 


+ Z GlalArA: — Ax! — 2) 


(2.3.39) 


对 差分 格式 (2.3.34) 有 有 
一 rt2) 一 = As > 0, 


现在 来 检查 条 件 (2.3.33). 


不 满足 条 件 (2.3.33), 因此 差分 格式 (2.3.34) 是 绝对 不 稳定 的 ,对 
于 差分 格式 (2.3.35) 有 
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— 0) = — iita — lalA6), 


НЕ, Ш — (2) < 0, BI А < Ах/|а| Br, ЖА, (2.3.35) 是 稳 
定 的 ， 否 刚 是 不 稳定 的 ， 
最 后 ,我们 以 简单 的 一 入 非 线性 方程 


5 + om) 一 (2.3.40) 
f 


кадуе ( 4 一 2r >o) 


= ТЕ; = (2.3.41) 


为 鲍 来 推导 它 的 启示 性 的 稳定 性 其 中 F = f). УЕ 
方程 (2.3.41), 其 二 型 近似 微分 表达 式 的 推导 要 麻烦 和 的 多 。 将 
(2.3.41) 的 各 项 在 点 《ijAx, ?At EPE Taylor 展开 :为 简单 起 见 
写 到 Az 和 AP 的 项 为 止 ,我 们 有 

9f , A Ри _ Ax 9T у АР Du 


— — д — 


Ot Ох 2 дг 2 Өх 6 Or 


— 


aD ZÉ оба, CA) — 0, (2.3.42) 


这 是 所 谓 的 T 型 微分 表达 式 . 


用 一 - = 作用 (2.3.42) , 将 所 得 结果 与 (2.3.42) W, 得 
到 


Ө ` Өх 2 00 2 д Br 
— Ar Ow , AiAx ð Ff 
12 Br 4 0; Әт 
士 全 + OQ, CA) ~ 0. (2.343) 
为 了 便于 运算 ,将 (2.3.43) 改写 成 
ди ‚9: | Ax 91 м Ә (ды. 


———— — —. — w ———— 


ĝi Ox 2 Ө 2 Ox ё 


+ &K3 + 


_ аё Du ү мак б (494) 
12 Br 4 Әх д: 

+ 28 r L OAN, Can) 0. (2340) 
X 


НАЗ (2.3.42), EB PE 作用 于 它 ， 并 将 所 得 结果 与 
(2.3.44) 相 加 , 得 到 


ðu | Of , Ar 9 Әр _ Ах Of Ar du 


12 92 
Аг OD 9 Alx ð au 
+2 0 4708 дах C ACTI 
4 Ox дг? 4 Әх Әх? 
+ Ars, D (4 u) + де дї 
4 Өх? Ə: 6 Ox 
+ O((Ax)', (АУ) = 0. (2.3.45) 


为 了 消去 有 关 对 时 间 的 二 阶 导数 项 ,只 顺 直 毛利 用 (2.3.40) 


би „_ Өн, Pu 9 pbu 
ё: Өх әз Өх Эх 
和 和 Фи SER 641 A Os ; Өш 
94 + spa) әм 
ar ( Өх дл Ox 
— 34,944, (24) 
Өх дх/' 


ЖЕГИ А. (2.3.45), 并 经 过 整理 ,我 们 得 到 


ди BL [Ак 4 21 e — SP (а, 
Ot Ox 2 2 2 


3 а 
+ дл. + L 94 + 1 041) 


6 Өх 4 Ox 


— мах (4, + L 94 + 444) 
4 8 2 
— As д, ди Ou (2.3.46) 
6 Ox] Әх? 


其 中 A, = са. 在 (2.3.46) 中 忽略 了 有 关 对 x її СЯП 


+ 64 * 


一 阶 导 数 项 ,也 忽略 了 O(CAx)', CA) 的 项 . 
(2.3.46) 是 差分 方程 (2.3.41) 的 瑟 型 微分 近似 表达 式 。 它 以 
一 阶 精度 返 近 原 微 分 方程 (2.3.407。 ШЖ Ки) 是 线性 的 ， 例 如 


Kw) — ак, a 是 常数 , 则 A — a, 54 一 0 和 34 一 0. 这 样 。 方 


TE (2.3.46) ЖАКАН OAY, (АХУ, Arar) 项 的 (2.3.39). 
由 此 可 见 , (2. 3. 46) 右 端的 扩散 系数 中 有 关 二 阶 项 是 由 f GO BJ dË 
线性 引起 的 《如果 A Ж zur 的 函数 , 即 对 一 阶 变 系 数 方程 也 会 带 
来 这 样 的 项 ). 根据 启示 性 稳定 性 分 析 ,差分 格式 (2. 3. AD RUE BJ 


必要 条 件 是 
ara m АР (pa, + AA, + 1 94° 
2 2 2 6 0x 
1 дл? 1 дА A 4, 
pr кє) — Anas (4. + 1 94° + 4 д) 
— d 4 ди 
z EN B. > 0. (2.3.47) 
如 果 其 中 的 二 阶 各 项 可 以 被 忽略 ,就 得 到 
Ar < Axr A| : (2.3.48) 


XX R (2.3.41) 线性 化 后 用 von Neumann. 方法 得 到 的 条 件 一 臻 
(@ (2.3.17), 其 中 4 一 wr). 但 是 ,在 实际 问题 中 ,或 在 某 个 区 域 
内 ,或 在 某 一 段 时 间 内 , (2.3.46) 的 二 阶 项 不 仅 不 能 被 忽略 ,甚至 
可 能 有 优势 ， 这 样 ,如 果 只 用 线性 化 条 件 (2.3.48) 进行 计算 ,数值 
结果 会 带 来 振 葛 , 或 终止 计算 。 我 们 把 这 种 现象 叫做 非 线 性 不 稳 
定性 。 这 在 von Neumaan 方法 中 是 观察 不 到 的 。 Hirt (1968) 曾 
给 出 过 例子 ， 用 格式 扩散 系数 中 的 高 阶 项 解释 数值 结果 出 现 振荡 
现象 的 原因 ， 


$4 Euler 差分 方程 的 格式 粘 狂 和 稳定 性 


&f= (1, и, v, E), 对 (2.2.1) 一 (2.2.4) 的 输 运 项 采用 部 分 
贡献 插值 公式 


. 65 + 


Cof); aea 
Cof) анъа 
(оў) 0.41 


Со) фа UT | 


Сола раі = I 


КҮТӨЛҮ > 


6e. = 0 E] 


(2.4.1) 
8144.4 < 0, 
Vikt = 0, (2.4.2) 
ud E. = J, ` 


1 1 
其 中 ad — 2 C + шы) 和 和 Piet CU P" (ера + иль). 


Я Hut 的 启示 性 分 析 方 法 讨论 Descertes 举 标 系 中 Euler Æ 
分 方程 (2.2.1) 一 (2.2.4) 的 稳定 性 ， 将 差分 方程 中 各 项 在 (x ,4， 
{") ЕЯ Taylor 展开 式 代入 ,经 整理 后 可 得 下 式 


9p + Әри Opv .. B. (= 
9: Óx 8y 9х 
__ (Ary 


6 Є ĉe) 
4 Ör “х Әх 


«| 2.) 


+ 9 = (a PT Эр} _ (Аду) а (2z Pe) 
ay ду 4 ду “By ду 
At Op 1 1 2 
一 — — + ОА, (Ах), (Ауу), (2.4.3) 
2 0r 
дон Өр! , Эрих + ӘР — 0 (Ағ [| Әри ) 
Or Әх ду Әх Әх Өх 
— да _ (Аз) 8 (2 Ори ) 
Эх 4 Ox \ёх Bx 
+ 5 (A js Bon) — (An (96 эш 
By ду 4 ду \ду ду 
— Ar Өөн у О((Аг)!, (Ах), (Ау), (2.4.4) 
2 ағ 
Bor ү Эрих  дри , Op _ 
e Әх Oy ду 
2 (ах " 8er ) — Ary B (2 Pe) 
8 2 Әх 4 Ox Ox Әх 
8 er ) 09 
+ -二 —— — r. — 
ду x 2 lel ду Әу 


e 65 * 


. (Ayy 8 (2* 2er) _ At Ops 


4 Өу Оу 2 ӘР 
+ О((АгУ, (Ах), (Ay), (2.4.5) 
BpE OpEwu дЕ» дри Өр» 
650707 d. * By 
2 (А= | 228) 
^ Br 
一 (2:7 8 (Su. ЭеЕ\ _ дач 
4 Or Ox Ox 
+ 9 (2> P | ӨРЕ\ _ Ay ð (22 OpE 
Oy ду 4 ду «Oy Oy 
_ 94» _ A: ӘрЕ 
ду 4 Or 
+ O((C AO, (Ах), (Ayy), (2.4.6) 


РЕЖ (2.4.3) — (2.4.6) 等 式 左 端 就 是 原来 的 流体 力学 方程 组 ,而 
右 端 是 截断 误差 项 , 当 Ar, Ах, Ay ATEH, Па М 
这 些 误 盖 项 我 们 可 以 观察 到 美 分 方程 组 的 一 些 性 质 ， 

如果 和 忽略 截断 误差 项 中 有 关 A Ay TI Az: 的 项 , 则 方程 组 
(2. 4. 3)— (2. 4.6) 就 变 为 


де ү дри , Bev -2 (s де + > (8,52), 


Or Ox Әу Эх * Ox ду Әу 
(2.4.7) 
Өр, ү дри? + Әри Эрих + Ə(p + 4) 
а, дх E TN Ox 
8 Əpu ) 8 дри 
— 2 (s, +-2 (в, Әри ү 4. 
Әх (• 0: | Әу (^ ду (2.4.8) 
дрь Q pue Ops? , Ə(p + ç) 
Lpr q Ses ү Ope L Ор + 
Dr Эх ду Әу 
e 2er) + € +2 2er), 
ox (s. az (в, Эу (2.4.9) 
BpE ү OpEs ү OeEv ү "^ 2) = + O(p + 4)» 
д: дх Әу Ox ду 


= 2 ( ƏəE) ү B. 9еЕ) 2.4.10) 
Ox 8: Ox ду By 7! ( 


其 中 в, = rds, s, = > идэ, 如 果 记 


m, —8, 2e, my = 一 63 ĉe, (2.4.11) 
Jiz == — 28, зи. Фу == — рЕ, w, (2.4.12) 
qaa == — pEr zi Фау = — 28, 22, (2.4.13) 

k, = — ов, 9 A be x (2.4.14) 


Шун] IM (2.4.7 )—- (2.4.10) 改写 成 


дь 4 Эм t me) + + m Plor + ты). + m) 一 0 (2.4.15) 
Н 


дри + 2 [P + 4 + qu абри + me) ] 


ён 
+2 3 у e + «(pr + m,)] = 0, (2.4.16) 
Öpr 
-一 +5 -2 "i + (pu + m,)] 
Әг 
+ Š; [p + q + qx, + elert m,)] = 0, (2.4.17) 
OpE 


geE ү д. [wp + q + due) + Рф + (ou + m,)E + ^.) 
дг’ дх 


+ 2. [yp + q + 4) ugy + (ро + m,)E + А,]==®, 


(2.4.18) 
Hp a АЮ, № mi, my, Фах, Giya ах Gars Aa ЖП hy 的 各 项 
均 是 差分 方程 返 近 微分 方程 时 产生 的 格式 粘 铂 项. 方程 组 (2.4.15) 
— (2.4.18) 与 具有 真实 在 狂 和 热传导 的 Euler 流体 动力 学 方程 组 
基 相 类 似 的 。 m.. wm， 相当 于 质量 扩散 流 ，gqux, qi, Яах, дау TRÀ 
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于 粘性 项 , 而 A, ЯП 5, 和 相当 于 热量 流 。 在 数值 计算 中 ,由 于 这 些 项 
的 存在 ， 即 使 人 为 粘性 项 4 一 0， 也 使 激 波 光滑 化 ?>。 因为 6 和 
Ах (或 АУ) 成 比例 , 冲 激 波 的 宽度 由 网 格 长 度 Ах 和 AY 所 决定 . 
而 真实 气体 是 由 扩散 过 程 的 第 观 平 均 自 巾 程 所 决定 的 。 其 次 , 格 
XP HORTUS |s| (或 le 成 比例 ，w, v 是 计算 网 格 的 流体 速 
E., 这些 项 破坏 了 解 的 Саййсо ЖЕНЯ, ЕВУ s — 0 和 ”一 0 
的 附近 格式 粘 狂 就 消失 了 ， 但 是 在 很 多 情况 下 , 它 并 不 显得 那么 
严重 ( 见 Gentry, Martin 和 Daly (1966) 的 计算 实例 小， 

现在 用 Hin 方法 分 析 若 分 方程 的 稳定 性 。 利用 原 微分 方程 


组 的 空间 导数 代替 (2.4.3) 一 (2.4.6) 中 的 Cet, 207 和 208 


ar o" ° 
并 且 合 并 同类 项 , 则 (2.4.3) 一 (2.4.6) 可 写成 
dp + дри 十 Opv де 


— "= oda 


дг Ox ду дл? 
2 

ди. + аһ 
x 


9 


1 
Ov "n Oe 


Tom 5g 8g 


Fp и до 
+ ba S£ L p. Иа, DE 
"дуг ШЕК "$35 


+ b, - + O(Az:z, Ах, Ау), (2.4.19) 


D ЖЕ, FA ME Ge Mc Rb LRR ; 李 补 元 (19812,65). 

2) 在 变量 变换 хх’ = x + at, им w Ra, ег = Om a ЖЖЖ) 
ТИ РЖЕВ SOMOS Galileo ОЕ. (2.4.15)—(2.4.18 
在 这 种 变 疾 下 破坏 了 不 变星 。 详细 讨论 见 Yancnko 和 Shokin (1970) 的 论 
x, 


" $9 * 


— 


SER. har F s erac 


Эн О P'e 
"y 23 ду? 2 By | 
+ OCAr, Ах, АУ), (2.4.20) 
9 4,9» у „Өг 


Фи Ө» Ole 
+ bo — + 5, — + Ë, — 
ч By 9 gy ч ду 


+ O(A:, Ах, Ay), (2.4.21) 
Oe. Oe Oe 


Чи 9 4,96 
0: “Bx ду 


(р +9) (Әи ү 8z ) 
十 р (2° gy 


+ O(A:, Ar, Ay), (2.4.22) 


Go бр ди би Ow Dv OE 
些 公 1 ` "a 34! а 1 д 47? д Л д 25 a.a? = + 
在 这 些 公式 中 , 我 们 只 留 о Өш, өш, бу’ др’ By" Or 


TE 各 项 ,其 系数 вы, b. АНДЖЕЯ AM ETR, 其 中 


+ 70 * 


{КК 2) 


г. Z х0 
(те + и) у — 9 
РА хо + 
(ту)  #@ (ху) 
0 
9 
n Y — 


ее 


"у dg в AV 


їо + 
за (zÇ) - 


z 
i yÇ 


ва 
Ф у 
g 7 хр 509 + 
в -(25х но л (zv) 
d хо + 09 Z 
p? kc 20 а (rv) — 
rọ v rod { = р 
4p UV áp n (ту) 
(2 + 
z хо d g 
#)çç — (30 = + 4 у 
о) 29) V ту 6 я (rv) 一 
T 
(4 + n) sç — 
„ә хо + rO + „2 
1 — Je (туу Tte CNV) I 


а эштер АДА Pu. 


mr = | 


od Г SAI "J (7. 
L 


(o 2 t 2 e z 409 
do 4 AAV) — dam 4 7 ag а^ 
о + ¿ z 49 9 (ON V + gd z 
"g dav) “У (99 + эв) S) 0 (v) 20 а (<) — 
z 40d Zz mz 
(w+ ту — 995 di). "ANT ls 
d вв € , ГА áp d F 
90 °У — зе Ду) 1"! 19 о 20 44V) 


с 49 c 


о F 4g + |a T код E£ 
0 по (v) ag (Ку) E ng s AAV) 
z 
(Чи 
z ко + ќо + z 
r] — - d e — -o rt — = — 
4 59 “NT og (4v) 0 ag (луу №! Ту 


其 中 р, == др/до, р, = OplOc, c = др[до + H ар. 


根据 Hit (1968) 和 Яненко, Шокин (1968) 的 有 启示 性 稳 
定性 理论 ,为 使 差分 格式 稳定 ,就 要 求 二 和 如 都 是 非 负 的 ， 我 们 知 
道 ， 一 个 矩阵 K = (6,01 的 非 负 定性 的 必要 条 件 是 它 的 对 角 线 
ж Ж Ан (71, 2, ---,0) 都 是 非 负 的 。， 这 样 从 《2.423) 和 
(2.4.24) 就 得 到 格式 稳定 的 必 朗 条 件 为 


А! 一 min( AA, An) (2.4.25) 
其 中 
Ах M" (Ах)? Өх 
— Juyi — — — 
А жа min 2 4 oz 
l o + р,) 
Ar, (Ах) / ĝu к др 
214—773 (sz > 5) 
i (Ge? + c’) 
Ах (Ах у: Ән (Ax) = др 
ЖЫ + D 2 И бе 
1 , 
— $e 
2 
Ах (Ax) ды (Arf = др 
21| 4 8:— 3 р Өх 
ү“ + 02) | 
(м + 
p 
(2.4.26) 
Ay | (Ay) Әр 
— ll — I 
Alh = min 2 1 4 9y 
rud 
A» | — 2778” (Ау)! v Bp 
2 “ 4 Oy 2 ебу 
1, i 
2 


‚73. 


_ АУ. (Ayy(8v e ðe ) 


2 le) — Z MBy + ç у 
ЫШ 
l (us) 
Ay (Ау) 9v (ду)? v дв | 
(и + 23 
F 


通常 在 实际 计算 中 ， 不 考虑 非 线 性 的 影响 ВИД 
(2.4.26) 和 (2.4.27) 中 的 Ar 和 Ar BI. GA FERE An An 
HARA 


Аң < min Ar|a] Axļuj Axrxlu| Ax || 
CEIXEIID 2 ° "m3. 
p. 
(2.4.28) 
An < min Ael 20181 А Anel 
| Tp, м ' n + 2 вв) 
p. 
(2.4.29) 
这 里 我 们 看 到 ,即使 不 引进 入 为 粘性 9, 差分 方程 (2.2.1) 一 
(2.2.4) 和 (2.4.1), (2.4.2) 也 是 条 件 稳 定 的 。 但 是 ,在 x 一 0 或 
v 一 0 的 区 域 ( 除 静 止 区 外 ), An 或 Ar, 变 得 非常 小 , 因此 ,必须 引 
进 人 为 粘 福 4 来 保证 在 适当 大 的 Ar 的 情况 下 格式 仍然 是 稳定 的 ， 
在 许多 情况 下 ,我 们 取 


. Ах Ay ) 
Át = Рана (~ 个 一 — — (2,4.30 
I| + jelte И ) 


яг, 这 在 ¿< ||, c =< |#!, Pa > 0 和 
pe > 0 的 情况 下 ,可 保证 (2.4.28) Ж (2.4.29) УЖ. 


$5 ЕЯ ЖЕ 


ЕЛЕ Rich (1963) 提出 的 ， 有 后 来 Gentry、 
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Martin 和 Daly (1966) 以 及 Белоцерковский ЯП Давыдов (1971) 
НЕА T G p pik, НОР 
网 格 法 (Fluid-in-Cell 方法 ,简称 FLIC Jj ik )RLA А RIS (Метод 


Крупных Частиц?. 


5.1 方法 概述 


流体 网 格 法 采用 的 是 柱 对 称 Euler ЖЕ 
СА 2.1.2)， 所 有 的 力学 重 离 散 化 后 的 值 都 本 在 网 格 中心 【 见 图 
2.2.1). 它 是 多 步 方 法 ， 第 一 步 是 把 网 格 当 作 质 画 进 行 Lagrange 
运动 的 计算 ， 或 者 说 是 只 考虑 由 于 压力 梯 府 对 速度 和 内 能 改变 的 
影响 ,在 这 一 步 上 用 显 式 差 分 格式 解 方程 


du aĉeta 
eT 3. (2.8.1) 
和 一 一 Su D, (2.5.2) 
de u 1 Ore 
Par (P + DIE + ‚В. ) (2.5.3) 
其 中 二 一 2 + «0.4, 8. Spe RT Ж 
Р, Әх Ür 


эя. 第 一 步 是 按 质 量 , 动量 和 能 量 守恒 的 原则 将 第 一 步 的 结果 
在 原来 Euler 和 抑 形 两 格 上 进行 质量 , 动 芋 和 能量 的 重新 分 配 。 


5-2 65758 


1 第 一 步 。 在 这 一 步 主 要 任务 是 用 逼近 (2.5.1) — (2.5.3) 的 
差分 方程 组 计算 每 个 网 格 Qj.4 的 中 间 速 度 д, 部， 和 内 能 2,4. 
ALT EB yr M (2.5.1)—(2.5.3) 的 差分 方程 ,用 2arArAr ^ EISE 
(2.5.1)—(2.5.3) 两 端 后 ,在 (Ах, КАР, nat) 上 用 向 前 差 商 代替 
时 间 导 数 , 用 中 心 差 商 代 规 空 间 导 数 , 这 样 我 们 可 也 得 到 

Of s^ Ta — lia 
2м (re Эг) ArÁAr = A: Pikin „Аг Ах 
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Ja — ha 
= A М» (2.5.4) 
这 里 f 可 以 用 来 表 东 н, BE ov, HE c. Mj, RAE í = nA: B], 
Qin 网 格 的 流体 质量 . 


Za (Ilp +q) үө 
( Әх r) ArAx 


(p + giria (р + q)i-lu 
р нд Ау 


SG фина (Qual 23.3) 


Жады ПЕР 
= 29 (— o Hed 
Ar 


Tikt — Ча 


р. + Ar rtjarAx 


1 
= F (Фан Рр) — $ Ирида р] 


Va 
НА; aed 一 фа). (2.5.6) 


在 后 面 的 等 式 中 用 了 


1 
Pheri — > (Pi, + Pikas) 
和 


M — ni) 
Pia == Ar Pia, 


Steg 和 Sp 可 在 表 2.1 dh. 


Өн 1 Әг» " 
2 + ( + 一 一 ) 
= te g) > ‚д; m Ar ñr 


= 76 «* 


= 2. {p (94 „1 Эге + дан _ „94 


8r y Ür Әх Әх 
十 1 Ogro __ p бер r Ar 
r Ör Or lik 


-= [pi Seit pai — S. ifj) 


1 r ç = T 
+ > di ka Sa; + Ski.) 


1 ‚_ _ 
_ ран T Saba a) 


一 и Gi — di-àa) 一 EaSA ias 
一 dja-i) + Ня на дна 二 
一 я-а ры ры). (2.5.7) 
这 里 uj, = Ce 8;4) ЯП 9; == > (vi + бра). #75 
写 简 便 , 我 们 用 20; Ar 表示 (2.5.7) 式 最 右 端的 式 子 ， 
这 样 一 来 。 从 (2.5.4)—(2.5.7) WERT 5 B GR yr. (2.5.1) 一 
(2.5.3) 的 差分 方程 


= S14 
Hpk 77 ира T m [Co + Dues — (p+ 9-141, (25.8) 
- 


= А: І 
Р» T fy, T М; 位 КУРЕ 一 Р) 
it 
— S4- CPi- 一 £j4)] 
V, 
+ Ar (qasaqa Dl, (2.5.9) 
ёра = ej, 80,41 M рд, (2.5.10) 


其 中 
1 
Pied e 2 (Pik + Pies); Pies = > (Pr. + Pian): 


人 为 粘性 a 3825 
ВС надра барк — AEQ + 2) а < 

Jiti = | 一 ии), Chi, Eua > чад (2.5.11) 
0, 否则 ， 


. 77 * 


эж лыг лшщ mas 


一 0442), Cisl, Н. Ula — ViAti 77 0, 


B Cj, cipis lU tja TR vae < 
qid 一 | 
0, 否则 . 


(2.5.12) 
ХС, ВЕЛИЖ, 一般 不 超过 0.5. 人 为 粘性 只 


有 当 马 赫 数 小 于 天 , 并 би (ж за. Лан E. НЫ 


ПАНЕЛИ ЖАНД ЛЕ. АА RSS М ЕЕ TE 
形式 的 能 量 方 程 由 发 、 但 在 每 个 网 格 上 却 保持 了 总 能 量 £ = 十 


= (а? + e) ETER. 


事实 上 ， 用 ил Æ (2.5.8), ШЕШ vias 38 (2.5.9), 再 加 上 
(2.5.10) 后 , Ж М,,, ФП fl 


2 " 
T fi. Vr. 
Mia C + + ia) 一 Mio tat cia) 
Piaty F Pisa iu 
-a [s (tt T Peta 


Pratica T Pia ju 
一 


+ Sip. ак — Hhaha) 


Рача + PiasiPja 
+ S (—— P ) 

РЕМ jeki + Рыб ря 
一 sl 2 ) 

ыбы: T За 
T airh (—— J 
一 91-4 | Saat Sina: | (2.5.13) 
它 带 近 于 总 能 量 微 分 方程 


+ 78 > 


F а? e 
# + + > 
P a 


— —_ ан ү 1 Ər(p + or 
Эх Ө | 


dz r 
(2.5.14) 

RIESZ ш 26 T ЗЕЕ ЇН]. 而 没有 存放 压力 р. W 
РАЯ ЕК РЕН pj,; 和 enu 计算 每 个 网 格 Oja 的 压力 Pik. 
再 由 (2.5.8) 一 (2.5.10) 算出 2,4, й 和 ëk. 

2? 第 二 步 。 计算 流体 通过 网 格 边 界 从 一 个 网 格 流 到 另 一 个 
网 格 的 贡 量 ， 动 最 和 能 量 输 运 ， 前 面 已 经 讲 过 ， 输 运 量 的 计算 有 
各 种 不 同方 法 ， 它 们 对 差分 格式 的 稳定 性 和 截断 误差 都 有 直接 的 
影响 。 ХНА, СЕБЯ ОИ И, Longley 
(1960), Hirt (1968) ин. 

Я AME, 和 AM, 是 在 АЛИШ НЫ ЛУ ИИЛИП О 
В 1 Бол а. ТЯ ТЕН ВЕ 
与 贡献 网 格 的 密度 成 比例 。 因此 ， 通 过 网 格 9;, ЯНУ 


Ў: 
Зогар А, Eua б 2 0, 
AM 43,4 = É Ë 2.5.15 
pha isto, i А, Шык T gua < 0, i ) 
同样 ,通过 网 格 9u ЕЖЕ 
AM ыз = [чыч бка T Di > 0, 
t 和 
(2.5.16) 
这 就 是 前 面 所 说 的 贡献 差分 表达 式 ， RERE Н g (mà p) VER u" 
GR, v"). 
有 了 质量 的 输 运 量 ， 按 质量 守恒 律 就 可 以 计算 网 格 OL. 在 
t = (а + ПА; 了 时刻 的 密度 


я 1 
Pik opa y. (АМ $ + AM; 
k 


— AM iy — AM; ka) s (2.5. 17) 
其 中 V, Ж On. 的 体积 ( 见 表 2.1)， 


. 79 ~ 


ТЕГ ТЕА Вр КЕ. 20 ГЕТЕ ЕЕ 
流动 方向 :将 网 格 О, 的 四 条 边界 进行 编号 (图 2.5.1), 并 定义 函 
# Тош) ШЕ: 

Tala) = |", ШАЯ e WAME Oj 
0, mi Eka ШЗ. = 流出 网 格 О,,, 


4 
1 Su š 


4 
№ 2.5.1 Aint 


其 中 «=1,2,3,4, 这样， 在 时 刻 :一 (n + ПА, М Од 
的 单位 质量 的 速度 分 量 和 能 量 的 计算 公式 为 : 


Fi == mE ТС, AM Xa 
dak 

+ Ты) РАМ it-t 

um T, AG) E AM ia 

一 T,4COF LUAM LU] 

+ FRGEIM;GMO-—TUGOPDAM; 1, 

TO--—TuODAM;a 

— (1 — T; (3) AM jc ka 

— O-— T,,(4)AM 4.41}, (2.5.18) 
其 中 w, и, Е ЭНН Рф BJ ЕЖЕ АДЫН. ЖЕНЕ ЕБ, 
比 内 能 可 以 用 下 列 关 系 式 得 到 

e = ЕҢ — i (4 + ут. (2.5.19) 

到 此 ,流体 网 格 法 的 一 个 时 间 步 长 A; 的 计算 循环 就 完成 了 . 
EE CIEL LEES) 


为 简短 起 见 , 对 一 维 平面 (м > 0) 的 情形 讨论 流体 岗 格 法 差 
. 80 + 


价格 式 的 稳定 性 ， 从 (2.5.8)—(2.5.10) ЖИ (2.5.17)—(2.5.18), 两 
步 消 去 六 和 2, 可 以 得 到 等 价 的 、， 第 ”和 第 s 十 1 时 间 层 的 变量 
有 关联 的 美 分 格式 : 


e" р (nca Any юр m (инф + Анне 
www ° 
(2.5.208) 
mil — mj шу km; — nj km, Pi Pine 
Ar АЕ АЕ 


; (sp); iw; “一 {р ) + 


+ Ar Ax 


+ Af {pit — matr. k + (wo) an; 
+ 2и) — Сер) Кина t 24) y 12Ax], 
(2.5.205) 


(РЕР —CoE), 
А: 


А „А! 
== ie СЕ + P Wl, 07 Иа 07 73 алы) 


— (м + =. wi) (y: — fi) TS. 


+ (м; + nia) pE (и; -+ tia (РЕ)! 
24x 


A 
+ AT [ Cu; (РЕ 


— (wi + алм) (Е) + (ut wa) Ci 

一 (si + ина) 51 + (wit а) 

— (w; + алы) 11, : (2.5.20c) 
其 中 


mi == (ри), w — -L Віа Pha, 
pi 2Ах 


* B1 = 


А: 
či m ie [a 一 нің + > (wi, — 79] 


i (^ + 学 wi) (pin 一 р) ) / 25. 


将 方程 (2.5.20) 各 项 在 (Ах, sA) 上 用 Taylor 级 数 展 开 , 合 并 
同类 项 后 ,我 们 有 

де ‚Эт _ Az ди до Ағ, e 

д: Әх 2 Ox Ox 2 Әх? 

一 -全 SP tolas, (Ax), (Агу, (2.5.214) 
£ 

Bm | дит | Әр _ Ак ди Әт 
8: * әх T Әх 2 Әх дх 


+4 „Әт _ әд Әти 


2 o Ox 


_ А+ A + O(AiAx , (Az), (Ary), (2.5.21) 


ЭрЕ 4- OpEn 4- Эры Ах ди OpE 


—- EE 


9: Эх Әх 2 Өх Ox 


Ax ӨРЕ Ar Эрш OwpE 
+ А Sen _ Ar Ори д, Sueos 
2 “да 2 Ox Әх 


@ А ФРрЕ 
一 AP — y — — 
дх (ейл) 2 Ba 


+ О(АгАх, (Ax), (АР)), (2.5.21c) 
其 中 m= pu, w 一 ӘР, 从 差分 格式 (2.5.20) ВНЕ 
达 式 (2.5.21) 可 知 (2.5.20) DABIT О(Аг, Ax) 通 近 一 维 平 面 Euler 
流体 动力 学 方程 给， 
现在 用 Hir (1968) 启示 性 稳定 性 分 析 方 法 分 析 格 式 (2.5.20》 
的 稳定 性 。 先 将 方程 (2.5.21) 变 痪 成 了 型 微分 近似 表达 式 


Af Qo де Әт, Ор 
2899? да Ox “ал 


一 -一 Ñ. тана аала r — aim mi 


+ bn $4 4- 26 (2.5.223) 
ллы: 

= ba 25 T ba 29 + 95, (2.5.225) 
= ba е + ba = + bs ке, (2.5.226) 


在 这 些 方程 中 不 包括 Ar 与 Ax А ИНЕЙ ЗОНЫ LL E 
Ах 一 阶 项 ,也 不 包括 O(AxA:, (Ах), (Ағу) 项 . 

为 篇 短 起 见 , 我 们 这 里 只 给 出 感 兴 却 的 ， 第 阵 (5;,4) HAR 
各 项 表达 式 


by 一 人工 + д: ӘР. ba = PT. ш, 
2 др 

Ёз == Ах pu + Аг (2 + з) ) ЭР (2.5.23} 
2 2 xp Oe 


in i523 18 ЯН (2.5.22) 看 作 独 立 的 , 那 来 它们 的 特征 线 方 程 是 


dx + 25 dx „22 dr + 
di Тм? ад йм, йй NA 


(2.5.24) 
然而 差分 格式 (2.5.20) А ЖЫ ЖЕ 
dx „ „Ах (2.5.25) 
d? A: 


的 直线 传播 ，。 由 于 差分 格式 (2.5.20) 给 出 方程 (2.5.22) В ЯМ 

ARPE (2.5.20) 的 依赖 区 域 实 当 包含 (2.5.22) 的 影响 区 域 , 即 
Ar 25ц Ax ~ lba Ах? 2 26 
АР AL! APT Мм! АР” А" 


那 末 时 间 步 长 Аг 满足 


(2.5.26) 
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bp а 


A: =< min (А, Anh, An), 


其 中 
Әр 
—и- # 十 8 再 
An = —— P Ar, Ad == —, 
4 ЭР. 
др 
Fafi = Ax d = 一 一 一 一 2.5.27 
| 2d (м + pjo) ? р ĝe’ ( ) 


现在 来 考察 差分 格式 〈2.5.20) H H Ни, ШЖ 
我 们 只 考虑 ABE Ar 的 一 阶 项 , 可 以 从 原 微分 方程 组 空间 导数 消 
去 (2.5.22) 的 时 间 二 阶 导 数 ,结果 有 


Bp q Dou _ Pel дш, ae 2.528 
5, "а; "^" Be "Ba ap € a) 
Өн Ән Op д?р дн Фе 
一 一 =a. 一 一 “一 十 —— 5 

^9, д, Өт "да "ёге "Өм 
(2.5.28Ь) 
8 8 8 ә 8 e 
PB T et a. to. O Bo + as T or 
_ f (2.5.28с) 
НЕ (сд) EDGE TRES C ЖЕ Ж 
си = АХ и — АР о А! ЭР, 
2 2 2 Bp 
cn == 2 ри — A „ге +’), 
2 2 


Ах №: ( ) 
Єз = —— ри d- — w |- — 
за 2 p: 2 Be , 


这 里 2 一 9Р Р ЭР. ырк (с, у 是 正定 的 必要 条 件 是 cuo 
др P 8e 


007 = 1,2, 3), 从 而 有 
A: < Аг, == Am л. < Аһ = A 
„ ӘР. н ‹? 
Әр 
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Ax pt 


OpY 
:( , IP 
и (е дг 


所 以 ， 考 虑 差分 格式 (2,5.20) 的 微分 近似 的 结果 . 得 到 格式 
(2.5.20) 的 稳定 性 条 件 * 是 

А: < min (Ал, An, An, An, INS, ARS), (2.5.29) 
5.4 边界 处 理 


1? ЕЁ. 在 固 壁 上 差分 计算 应 当 保 证 湛 向 速度 等 于 零 。 很 
如 设 О, 网 格 左 边界 就 是 固 辟 ,并 在 它 的 左边 砍 设 一 列 网 格 Qus, 
МЫ 2.5.2. 这 样 可 以 置 


— h. 一 м» — чт — и, Á = 1,2, `", К. (2.5.30) 
EEN 


图 2.5.2 ИНН 
ШК, 35 ТЕ ВЕКЕ BURN ЛА SD БОЛП ВЕ ВЕСИ SE. 由 
(2.5.30), RATHS E ар 


Ho К 1, 
AM ba = SíppA — Аг = 0, Җ= 1,2,-++,К, 


Аг = А = 


(2.5.31) 
Ed rx Dp, k 77 Do. 或 бр, — Ри 都 成 立 。 通过 固 BE 的 动 
量 诉 和 能 最 流 
Fon 十 бл 
АМТ = дәрк y At = 0, &=1,2,...,К 


* 


(2.5.32) 
对 Ip. = fo,x 或 Ёд ==}, 也 都 成 立 ; 其 中 f 4r Bm HPP, М. 


1) ЩЖ 60, ani 1,--,6) 中 的 # 用 [м А. 
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————— Н ИИА ÀÀ— нине +! 
= Һа. i L.L 117 Ó — —— —á— má 


(2.5.31) 和 (2.5.32) И, 为 了 紧 挨 边界 的 网 格 与 内 网 格 的 计算 
统一 起 见 , 令 虚 两 格 的 


Ро = PR 00, == Dia, бо = fik 


(2.5.33) 


"+1 sl C - +1 ‚+1 
р == ЁЧ. 5 > ШЕ = Pisko ёс = л} * 


ПА НЕЕ. ШТ s14 = 0, М (2.5.1) HEN P A 
Род m Prk. (2.5.34) 
2° 流 进 流出 边界 
在 流 进 边界 (或 说 上 游 边 界 ) 上 ,要 指定 ,或 模拟 流体 流 进 的 性 
质 ; 也 就 是 指定 来 流 条 人 性 ;或 在 性 瘟 时 刻 在 该 边界 各 状态 量 分 别 是 
常数 ,它们 之 间 是 相互 自治 的 , 例如 定常 击 波 的 波 后 状态 ; 或 各 状 
坊 量 是 将 时 间 变 化 鸠 。 通 常 ,在 设计 计算 区 域 时 ,应 考虑 到 上 游 边 
界 的 位 置 ， 使 所 指定 的 流体 流 进 的 性 质 不 受 计算 区 域内 流体 流动 
的 影响 ,或 影响 很 能 ， 
对 于 常数 状态 ， 仍 然 可 以 使 用 (2.5.33) ЯП (2.5.34), {Н Ж 


= = +ї +1 
figg "7 А 和 ноу "= Hk s 


Üy -ikti | rada 


一 
= Ям, 
- 


t D asua 
№ 2.5.3 рТ E ERA Ж РЧ tu АК p 1 


在 流出 边界 (或 说 下 游 边界 ) 上 (25.3) 对 法 向 速度 进行 下 
列 一 种 外 插 


Hu ka 77 Ума, 


1 
нм T F: (Зин. — yia), 


Hu ka 一 T (15uy,, 一 lünsy. 十 Зина). 


对 边界 上 的 压力 , 也 可 用 -上述 的 外 播 公式 之 一 来 给 出 。 ЖИ 
量 : 动 量 和 能 量 是 5 мрн. ен +} АА! КЕ РОЯ 1,#, ç, с. 
以 , 若 对 压力 采用 pa. ka = ры 时 ,用 统一 的 (2.5.33) Ж (2.5.34) 
并 不 妨碍 对 于 流出 的 处 再 ， 


. 86 ° 


对 自由 边界 , 我 们 将 在 第 三 章 讨 论 ， 因为 对 它 必 须 有 特殊 的 
处 理 技术 , 方 能 菊 得 好 的 结果 ， 

如 果 固 壁 是 人 尾音 形 状 的 则 体 的 表面 ， 它 不 一 定 和 了 网 格 边 界 重 
合 , 而 是 通过 某 些 网 格 , 使 得 这 种 网 格 只 有 一 部 分 被 流体 占据 ,这 
样 的 网 格 称 为 部 分 网 格 . ВМ, НЕЖИН 
R. 每 条 线段 的 端点 是 它 和 网 格 边 界 的 交点， 见 图 2.5.4。 我 们 可 
以 计算 出 六 体 所 占 那 部 分 网 格 的 体积 的 份额 和 部 分 网 格 边 界 上 流 
体 流 过 的 面积 份额 。 然后 根据 这 些 几 何 量 ， 在 都 分 网 格 上 对 两 
步 差 分 格式 进行 修正 ( 详 风 Gentry, Martin 和 Dalv (1966), EX 
Давыдов (1971)). ЯК, ТЪЛ ЖЛЕ ШК ДЕ На ИЗ і, IN 
此 世 要 在 其 紧邻 设 虚 网 格 ， 其 虚 网 格 上 的 力学 量 由 流体 在 物体 边 
Я T EIS ЗЕ T SERO E PER HA CUL Давыдов (1971)), 


HH 2.5.4 不 和 网 构 过 界 午 含 的 园 辟 


Nobuhiro,Ukeguchi 等 (1980), PE Ez E RBS (1981) , 徐 国 
荣 (1984) 在 流体 网 格 法 的 基础 上 建立 了 任意 三 角形 ,四 边 形 和 多 
WER Euler ЖА. 它们 对 上 上 上述 的 部 分 网 格 就 无 需 另 行 处 
理 , 并 且 适 用 于 计算 任何 复杂 的 边界 形状 的 流动 问题 . 

流体 网 格 法 是 适合 于 计算 具有 大 酷 变 的 ， 单 种 流体 流动 的 问 
MB. Gentry, Martin 和 Daly (1966) 改进 了 Rich (1963) 提出 
BRTH., НА T z ЖЖ В РАТНЕ БК e S 59] 6 T 
题 , 在 网 格 数 少 的 情况 下 也 得 到 了 较 好 的 结果 。BerzxomepKxoBeka 痢 与 
Давыдов (1971) #1 Давыдов (1971) 用 大 粒子 方法 成 功 地 计算 
了 物体 形状 可 以 是 复杂 的 ， 超 音速 、 亚 音速 和 足音 速 纺 流 问题， 
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Du FO m жоне ыга зае ‚+ 


Butler (1967) ЗЕ КРЕТ НУРЕ R Tt НОН , Шид- 
ловская (1977) 把 这 个 方法 用 来 计算 宇宙 空间 中 二 维 球 坐标 系 的 
冲 激 波 传播 问题 . Губаидуллин 和 Ивандаев (1976) 建立 了 一 维 
Ее Н ЕТИН ЖЛ з. Hageman 和 Walsh (1971) 采用 质点 线 描 
述 不 辐 访 体 的 分 界面 的 办 法 ， 把 流体 网 格 法 推广 到 计算 多 流体 州 
动 的 问题 ，Kershner 和 Mader (1972) 在 两 种 物质 的 混合 网 格 
中 ,采用 按 物质 质量 份额 来 分 配 物质 的 比 容 V. 一 Ир 和 比 内 能 的 
办 法 计算 多 种 物质 的 问题 。 我 们 将 在 第 三 章 第 二 节 中 介绍 计算 多 
种 物质 的 一 个 新 方法 。 
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有 许多 实际 问题 是 同时 具有 低速 和 高 速 两 种 流速 的 ， 它 们 或 
者 一 个 方向 是 超 音速 流 , 另 一 个 方向 是 低 班 音速 流 ; 或 者 这 一 阶段 
是 超 音 速 流 , 而 另 一 阶段 是 低 亚 音速 流 . 对 于 这 类 间 题 ,通常 的 显 
式 莽 分 方法 就 无 能 为 力 了 . 因为 当 声 速 № |а| 时 ,县 稳定 性 条 件 
的 限制 ,时 间 步 长 Ar 就 会 小 到 难以 容忍 的 程度 .因此 ,有 必要 建立 
这 样 的 数值 方法 ,使 得 它 能 计算 跨 马 赫 数 从 零 (不 可 压 奸 的 极限 情 
№) 到 大 于 1( 超 音速 ) КМ. Harlow 和 Amsden (1968, 
1971b) 提出 了 解决 这 类 问题 的 隐 式 连 纺 Euler 方法 (Implict 
Continuous-Fluid Eulerian Method 简称 ICE 方法 )， 
我 们 还 是 用 柱 对 称 的 守恒 方程 (1.2.37) 一 (1.2.40) 来 进行 讨 
论 ， 计 算 网 格 基 固定 的 窍 形 殉 格 。 离 散 尼 以 后 的 力学 恒 的 定义 位 
WR KI. р, p, E 仍然 取 在 网 格 的 中 心 , 轴 向 速度 分 量 * 取 在 
网 格 志 、 右 边界 的 中 点 上 ， THREE © ЕЖЕ, РИ 
циа Б. М 2.6.1. 大 为 粘性 q 也 定 光 在 网 格 的 中 心 , g 的 形式 
为 
ди 1 örr 
Ox + r Or ) 


其 中 人 为 粘性 系数 1 将 根据 第 6.3 BD PEIGISISGE Е ЖЕ, 
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PLE 
Hag; P US, LM Vh LA 
Е 4 


Ш 2.6.1 ICE ББА CE UR 


6.1 или 


ZEE (1.2.37) — (1.2.40) 的 差分 格式 之 前 ， 为 了 方便 起 见 ， 
我 们 用 以 下 的 符号 来 表示 动量 方程 中 的 输 运 项 及 人 为 粘性 4 的 差 
分 : 


Кїї = — [(оиот) +1 4-1— Guo 1 +1] 
r | r 
+ > [ i 一 Piski) ] 
+ d (Фа — 43,4), (2.6.1) 
Ax 
> __ 1 
jak = ———— task Rt] 
7+3 АР 
1 
+ — [ (рие), 1,6. 一 (pse) kx] 
Ах 
1 
+ — (dia 一 Чт, (2.6.2) 
Ar 


1 
già = — p; | (rakik a k А-0) 
ғ. 


+ + (ui, ia — m-pa) |. (2.6.3) 


和 前 面 一 样 ，(2.6.1) 一 (2.6.3) ЖЛ АВ * 排 计 
算 的 结果 。 根据 这 些 定义 的 量 ， 可 以 把 动量 方程 的 差分 格式 写 


ь 89 = 


(ou )" (ры) ka 
iri. APR tipt СРО x= + (Pi — Piri) 
Ах 


A 
+ l (prr рал) +R (2.6.4) 
ET Pia Peas itt a 
КА T (esL iau 
Af r + * 
1 一 中 


+ 


(Pla — Pia) + Ria+tk, (2.6.5) 


其 中 中 是 0 与 1 之 间 的 常数 ， 很 明显 ， 当 中 一 0 mb. (2.6.4) М 
(2.6.5) SSS Ais 从 状态 方程 可 得 p， 
- Pi, + сї, Се? — Pla), (2.6.6) 
其 中 = "ua 
ДА JS RR 2B py Ж, P| EP НЫШ OO < 6 « 1) 的 形 


9 
Ar Аг [ ry-&Cev 14-3 — га kCovY 1A] 
| — = - UrackGCov)ia-k fat ordig] 


A; Hes)? jd. k а ] 
+ ,人 [(ou)i-àa — Coe а]. (2.6.7) 


将 方程 (2.6.4) 和 (2.6.5) BB. Cou) 29, RI Coriri, DAR (2.6.6) 


ikd’ 
的 рр == sad (Pi, 一 Ры)! с. 分 别 代 入 方程 (2.6.7), 然后 合 
并 同类 项 ,就 得 到 关于 p. 的 离散 Poison 方程 


Pia la- + 202( A) (сагу АГУ + 5) 


= pl Ary КЕ + ғ.у, 
ҒА ArY 


+ Pig + шы + Gik (2.6.8) 
(Ах) 
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其 中 


Pik Од [r MO Ф) — na) 
Gia = zr + RAT [+ Ar (Pia — Pia 
ri, £l — $) 
— — Gia — Pas 


(м 
TornackRja-k — ЫТ] + x 


o 
X TAr (р; + Pisu: — 2р) 
+ К 一 Risk. | + x; [гари -$ 


一 rau (рр) +k] + р [Cos ka 


— (pu); &al. (2.6.9) 
这 样 ， 我 们 可 以 把 隐 式 连续 Euler 方法 每 个 时 间 步 长 的 计算 归纳 
nf: 


1) 由 公式 (2.6.1), (2.6.2) $88 (2.6.9) 计算 REA, Кыл 
和 Cia. 
2) 从 离散 Poisson HE (2.6.8) МЫ ра, ХЕ 55316 
数 方程 组 ,可 以 用 直接 法 求解 ,也 可 以 按 松 丰 法 迭 代 求 解 . 
3) 利用 算出 的 2,4, ЕН (2.6.6) 计算 
Pha == pi + (Pix РГ ela. 
4) HH (2.6.4) Ж (2.6.5) ЖЖ Cou)", 和 (pv) ү, 从 
而 得 到 新 的 速度 分 量 
Hapa T Con) ra DSA + prr); 
viti = (pr) Spr + оры). 
5) RET TIRE MOS ЖЕН КЕРИ ЛЮ S 能量: 


СоЕу = (PE), + A: f- 


^ [Cos TA KE; А-та 
— (рә) AE aris al 


‚- En) Ваа — (ри пани 


TEIL 


L- Lra- Mp + а) - ога 


r 
— (p+ q)ik+kr i+ kulia k] 
1 ^ ati 
+ Ax [Cp =+ 4)i-Àa 4a 
一 (+ Фын ДЫ (2.6.10) 
E) 1 n TIRET 
т pts 8 Ua + ард) 
СУУ (2.6.11) 
HEARE. БЖИ ЗКЕН ACE БЕТТЕШ И (CE [E nu Ж 
上 ,这 些 量 必须 有 玮 其 附近 的 值 来 平均 。 例 如 


Hitt 一 = (ni ka + Beda) 3 


eia 


1 
Pitkat 一 P (оны ТЕ via). 


ЕВЕ З HERR D аЛ ЗИН (2.2.5) — (2.2.8) 
中 的 某 一 个 :如 在 动量 方程 中 就 用 交错 型 差分 
(up)? => и, линда, (ra m tpa rra. 


ТВЕН НЕЕ ЧЕ 
(ow Ejeta = — (ph "oen au Erk + Еда) 


与 贡献 网 格 差分 公式 


бр н" 


(орды Eka = | " 


Pitlik АГЫ iti uit «0, 


+ aa РР» ит, k > 0, 


对 于 (ре) En 有 类 似 的 公式 ， 

Butler (1973) 对 上 述 ICE ДАТ ТИНА 
尘 : 其 优点 是 计算 压力 时 无 须 考 碟 边 界外 的 克 网 格 ,另外 计算 机 程 
序 也 比较 容易 实 瑰 , 且 能 方便 地 推广 到 三 维 空间 。 
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对 于 具有 真实 类 性 各 热传导 项 的 流体 动力 学 方程 БЖ ICE 
格式 也 同样 适用 ， 只 须 将 动量 方程 中 粘性 项 的 差分 加 到 对 应 的 
Riga 和 Risg Е, 并 且 在 (2.6.10) 中 如 上 相应 的 二 阶 导数 项 
Вау арр Т. 


6.2 边界 条 性 


这 里 以 计算 区 域 的 左边 界 为 例 ， 给 出 几 种 边界 杂 件 的 计算 格 
式 。 如 图 2.6.2 所 示 ， 避 表示 系统 内 的 网 格 ，86。, 表示 系统 外 
RUNE Я. 


AMT Fi. kep 


из. k- + Fika 
2.6.2 ICE УНР 


1) Bir 8 
Ed rH TREE yb Я SEED KUR ЙУ ЕН U PR , ROSE ЖЕЛЕТ. БК 


ВЕНЕ IBS ERI. TEARRE РОЖЕ, 切 向 速度 梯度 为 
ЖБП 


кў, = 0 《或 Чуд = —„), СИЕ T ГЕ. 和 


Ung rk = бан}. 
2) ЗНА 
ЗЕН ЖЛ 9 СК ВН ВЕ АО ER ЛЕЧЕНИЕ E 
法 向 速度 和 切 向 速度 都 为 零 ， 
ир = 0 AI Punkit = — fikih, 


3) 输 人 人 边界 


在 这 种 边界 上 允许 流 体 以 事 竺 给 定 的 随时 间 变 化 的 速度 流 进 
计算 系统 内 ,这 时 


uka “= # (и 是 给 定 的 常数 ,或 者 是 时 间 + 的 函数 )， 
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Pakt “" 0,655. 
这 个 条 件 也 可 以 用 在 以 事先 给 定 的 速度 输出 的 流体 上 .， 
4) 连续 输出 边 寞 
在 连续 边界 上 流体 速度 а, 用 内 点 的 H3, МЕ, Ж E S Hn: 
ula — wig HL G, 2814 — sia. 同样 ,对 родах 有 : Род => 
vrh PÑ vosk | Ronak — tonak. HE TARAA thri H 
RUTARE. 


6.3 ERAMATE 


不 失 一 般 性 ,我 们 考虑 Descartes Æ ERG UJ 3 f$ 
(2.6.4)— (2.6.7), 采用 Hirt 的 启示 姓 稳 定性 理论 进行 讨论 ,将 差 
分 方程 (2.6.4) 一 (2.6.7) 的 各 项 用 Taylor 展开 式 代 入 ,得 到 微分 
x 

до | дәри , дри _„ 一 А 
5 и + бе (Ge DC! 十 40) 


— (227 2s) = Өе 十 [сө — Xe + и) A 


— (ayy e| eo (2.6.12) 
4 ду” 
Әрч + Bes | Ориг y дг 
9: Br By t a 
= [Ge — Dee — зы?) At 
_ (Ах)? др On 
8 Өх ta 55 02 
cay)? Ser | 2i ы 2.6.13 
+ fa — Е Эу” (2.6.13) 
Әр» ү Өри | дри 2р = [a — 4257 Beu | Zr 
5, * Br T By ду 8 Or 1 ди 


+ 10 1)ec — 3ov'] P 
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(АУУ Op yq T д» (2.6.14) 
8 ду 


эу’ 
Au 22 32 p omaes. 
从 (2.6.12) — (2.6.14) 可 以 看 出 , М c — co 时 ,着 8 和 由 小 


Tl. 则 扩散 系数 变 得 很 大 ,而 且 是 负 的 ,因此 数值 计算 是 不 稳定 
的 。 若 6 和 四 大 于 I 则 扩散 系数 是 正 的 ， 因 此 数值 计算 是 稳定 


的 . 但 是 ,系数 太 大 ,会 带 来 很 大 的 误差. 因此 有 必要 取 可 变 的 8 、 


Ф, Ще oo 时 ,9 和 四 可 以 取 成 福 十 与 ,其 中 KK 是 适当 的 
常数 。 当 0-0 时 ,9 取 为 二， 为 了 保证 差分 格式 的 稳定 性 ,在 
质量 方程 中 还 应 当 加 上 人 为 质量 扩散 项 + (#6 + 20), Ë r> 
Jes ФБ BRE, (ERES 


1 Он v 
A (tAv y [22 i| gv 
1 (‹ zy БЕ] + (АУУ | S 


必须 取 1 > 5. аёл + САХУ uu, (22) ‚ж А> 2 A: + 
r Z max 


(АУ! „(де "2E | 

TE (22). жтш S т D 的 系数 是 正 的 ， ИЖ 
1 Ӛрн A pr — 

1 > tfar (22) o F Ay (22) | .紫外 ,为 了 保证 在 一 个 时 

间 步 长 A: 内 流体 运动 不 超过 一 个 网 格 , 要 求 Ai < mia (A 


E | мах ? 
A 
222). 


$7 BECA 


Ti 98 Ж Я ЈЕ ЫР RE AA ФЕТ › НЕС e Е RR [BJ 
BrBg fe RAN. 还 包含 有 爆 释 波 的 传播 过 程 ， 对 于 流体 力学 的 计算 
方 靶 ,人 们 不 仅 希 望 它 具 有 计算 冲 激 波 称 稀 葡 波 传 播 的 能 力也 希 
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ПЕНИ ЕЕ. Нат 
АЛЕН НИИ ЕЕК. НЫ 
是 一 个 具有 强 间 断 的 过 程 。 为 了 计算 格式 的 统一 性 , 一 般 仍 采用 
使 间断 解 光 消化 的 办 法 来 处 理 它 . 

ЕЕЕ НАВ ЬЬ РЕЖЕ, ЕЛ p 一 了， 速度 
u= 0, o 是 常数 。 显 热 它 是 满足 流体 力学 运动 方程 组 的 . 起 
焊 以 后 , 爆 妈 波 波 后 的 炸药 都 变 成 爆炸 产物 的 高 压气 体 , 这 种 高 压 
气体 的 运动 也 满足 流体 动力 学 方程 组 、 这 样 两 种 不 同 状态 区 域 的 
分 界线 是 瀑 奈 波 的 溉 面 ,在 波 面 上 满足 以 下 的 爆 兹 波 关系 式 : 

m — m ps — Po) CVa — Vi), (2.7.1) 
PÈD — в) = М (i — ро) (V, — Và), (2.7.2) 


бз су = i (p, + р) Си — V.) + 0, (2.7.3) 


这 里 下 标 “ 0 "30" 1 Е, V 一 1 


P 
EA О dB {у ЖЕ Sk PERTY SEK RJ I 86. 如 果 爆 炸 产 
p = (Y — Пре, (2.7.4) 
An v 是 绝热 指数 ,那么 化 学 能 马 表 示 成 
o= DL, 
2(yY! — 1) 
D, 是 C-J RERE. 

MEREEN, ЛЕНЕ NEST IBI GA (2.7.32 君 出 , "EE 
DDR OE BU REESE ERST И О, БТА ПИШЕ 
eot О ТРАТА НЕЛЕ. НАЗ ЕТ С ELE PRO 
ЖА: UY. ИЖ, ТЕНЕ НЧИ ТНК ЕЈ ТЖ 
波 的 了 过渡 区 , НБ. ТЕНЕ р Р ВЖЕ 
全 的 爆炸 产物 ,也 就 是 玫 固 炸药 和 爆炸 产物 的 湿 合 物 ,因而 在 过 流 
区 状态 方程 就 不 能 取 纯 粹 暴 炸 产物 的 了 ， 

(1) Wilkins (1962, 1964) 在 爆炸 产物 的 状态 方程 一 (7 一 
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(2.7.5) 


Пре БТ Ы, о 1 1 ЗЛАК РЕА Р; 


Е = [шах ( F, Е») 1%, (2.7.6) 
其 中 
0， 北国 炸药 区 ， 
F, = | 一 上 уы, (2.3.7) 
о Уј 
1, 爆炸 产物 区 ， 
0, PE fs, 
F, — 42 AL 4 S AL, (2.7.8) 
1, ¿Z= u + AL, 


ХЕ Г, = тИ, (и + Г) Ж C-J НХ, ь ВНК 
网 格 的 时 间 ( 开 始 燃烧 )，* 是 当时 的 计算 时 间 。 AL = гьАгАх/ 
D, V (Ax 二 (Ar) ,rs Mn ETABA RINER 036, 
om 一 2…3。 这 样 ,用 稀 绕 函数 把 凝 画 昨 药 和 爆炸 产物 的 状态 方程 
连结 起 来 ;得 到 
p= (y — ПрЕЕЁ, (2.7.9) 
РНЕ РГ. 
ZE 26 IH ЇН РҮП ОН, Bz T НЕ ES ОВО 
Ий = Ж А. ЖИ ЭЖ PUES ТЕЛЕТ Ж КЁ ка (n ESL M 2 ) 89) — .— I P 
格 输入 Е = 1, АННА 王 一 0。 这 样 , 就 可 以 作 为 人 为 
起 烛 机 构 , 计 算数 值 爆 雁 波 了 . 
(2) Mader (1965), Enig 和 Metcalf (1962) № Kershner 和 
Mader (1972) 利用 化 学 能 方程 
ôr = — ZF exp( — E*/RT) (2.7.10) 
ЖШ ЖЕЙ ab B [ELE £6 7E EUR CAS S — T Rë ti Er RA IR BL ty ЗА 
F, 其 中 2Z ИЕТ, E" 是 反应 能 , к ЖАШ, T RENE, 
我 们 再 利用 
V = FV, + (1 — F)Vs, (2.7.11) 
e = Fe, + а — Рег, (2.7.12) 
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А ep ә 


її E (B xE S T B ES Яз ГЕ 71 Ha EE ABS SE Ж, 
P = р, pe; {2.7.13} 
T= T = Ту, (2.7.14) 
Hh ЕЁ “ 和 “g” ЗИК ЖА. Т,,е,,р,, Т, 
和 Га, ср, Pa, Те НЕЕ ЖЕ ЯШНЫ АЕ 7; А Н 
г: = e, Cpu, V, e, те, (ТГ, V,), 
te = eg (Pes Ик), es — ea (To, Гр}. 
在 (2.7.11) ЯП (2.7.12) PRI V, e 是 网 格 的 比 容 和 化 内 能 ,它们 可 
以 从 流体 力学 差分 方程 求 出 ,F 了 从 (2.7.10) 的 差分 方程 中 得 到 .这 
REM, (2.7.11)—(2.7.15) 可 以 和解 出 Vi, e, V, Mer, 也 就 得 到 了 
B p 和 温度 T。 当 状态 方程 比较 复杂 时 ， 必 须 呆 用 近代 方法 来 
求解 ,计算 量 要 比 前 一 种 大 得 多 . 
关于 爆 友 计算 方法 的 详细 讨论 ,可 和 参看 Mader (1979) 的 《 爆 
ОНУ. 


(2.7.15) 
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第 三 章 ” 带 质点 或 标志 的 Euler 方法 


Euler. 莽 分 方法 的 长 处 是 能 够 计算 具有 任意 大 畸变 的 流体 N 
动 问题 . 但 是 当 系 统 中 含有 多 种 介质 的 时 候 , 如 果 不 析 特殊 处 理 ， 
就 会 使 物质 界面 逐渐 模糊 ， 在 界面 两 侧 形 成 一 个 混 台 介质 的 过 渡 


区 .过 竣 区 的 宽 麻 以 网 格 数 计 , 大 约 是 O93, Mob о 是 时 间 步 
数 , 上 是 差分 格式 精确 度 的 阶 ， 显 然 , БЕШ n BUNC, 即 随 着 时 间 
的 推移 ,接触 界面 两 铀 过 渡 区 的 宽度 越 来 越 宽 ,以 致 于 得 不 到 正确 
的 结果 . 


83.0.1. 物质 界面 经 过 的 筷 侣 网 格 


用 Euler 方法 计算 包含 多 种 介质 系统 的 时 候 , 尽管 在 初始 时 
刻 , 我们 可 以 将 物质 界面 取 作 某 些 网 格 的 边界 , 但 随 着 流体 运动 ， 
这 些 措 面 一 定 会 穿 过 网 格 ， 于 是 出 现在 一 个 网 格 中 包含 有 了 两 种 或 
RAA E fp RBS СДПА 3.0.1), 以 后 把 这 种 网 格 称 作 混 合 两 格 . 
困 此 ,如 何 确定 物质 界面 的 位 置 , 如 何 计 算 混 台 网 格 的 力学 量 , 特 
站 是 如 何 计算 混合 爽 格 边界 上 的 输 运 量 就 是 Euler. 方法 中 必须 解 
决 的 课题 
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本 章 的 目的 就 是 介绍 几 种 在 Euler 网 格 中 处 理 多 种 介质 的 方 
法 。 首先, 在 第 一 节 中 我 们 介绍 有 名 的 质点 网 格 〈《Particle-IJn-Cell， 
简称 PIC) 5. 这 是 一 种 很 有 效 的 方法 , 它 能 够 给 出 一 目 了 然 的 流 
体 运 动 图 象 ， 第 二 池 给 绸 所谓 的 多 流体 网 格 靶 。 这 是 推广 流体 网 
格 靶 用 来 计算 多 种 介质 问题 。 第 三 书 介 绍 计算 任意 马赫 数 的 多 流 
体 流 动 的 方法 。 最 后 , 在 第 四 节 中 给 出 计算 不 可 压缩 流体 流动 问 
题 的 方法 一 一 标志 网 格 法 ， 


$1 质点 网 格 靶 


在 各 类 可 压缩 流体 问题 中 得 到 广泛 使 用 的 质点 岗 格 法 首次 由 
Harlow (1955) 在 Los Alamos ВЭРЧ ННН. ЖА, Harlow 
(1957) 公开 发 表 了 这 个 方法 . 差不多 过 了 十 年 时 间 ，Amesden 
(1966) 在 Los Alamos 的 报告 中 对 质点 网 烙 法 的 发 展 和 应 用 才 
作 了 详尽 的 总 结 , 并 给 出 了 比较 详细 的 程序 框图 ,他 还 把 十 余年 来 
在 公开 书刊 和 内 部 报告 中 发 表 的 描述 有 关 质 点 岗 格 法 构造 ， 性 质 
和 应 用 的 文章 收集 在 参考 文献 里 。 


11 流体 的 表示 


像 流体 网 格 法 一 样 , 质 点 两 格 法 也 采用 矩形 的 Euler 网 格 , 系 
统 中 可 以 有 几 种 不 四 的 流体 (或 物质 )。 它 与 流体 现 格 法 的 主要 区 
唱 在 于 流体 是 用 离 赦 质量 点 来 表示 的 ， 并 且 利 用 这 些 离散 质量 点 


的 运动 来 计算 通过 两 格 的 边界 的 输 运 最 . 
设 在 初始 时 刻 ,8 物质 的 密度 分 布 为 lr, r), CA AEN 
区 城 为 £, ке 25 X125 N 4 T-EC ER £5, CLEP 2, 


-**,N)， 每 个 子 区 域 上 的 质量 为 
тв. 一 | | palz, r)dV. (3.1.1) 


Phs 
Жор; № 多 ,中 适当 选 定 的 一 点 ,我们 假定 24, LEN 
最 都 集中 在 Pr 点 处 ;这样 在 初始 时 刻 2 处 就 有 一 个 质量 点 , 简 
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称 为 质点 。 在 系统 中 每 种 物质 都 用 一 组 质点 来 表示 , 每 个 质点 有 
其 固定 的 质量 ， 不 同 物 质 的 质点 用 表示 不 同 物 质 的 记号 9 区 别 开 
来 ,质点 的 坐标 是 随时 间 变 化 的 ,每 个 网 格 的 质量 等 于 该 网 格 所 有 
质点 的 质量 的 总 和 。 每 种 物质 的 质量 守恒 总 是 自动 满足 的 流体 
在 这 样 的 表示 下 ,即使 发 生 大 了 畸变 时 ,不 同 物质 的 9 界面 可 以 由 各 
类 质点 的 分 界线 描述 出 来 . 

在 质点 网 格 法 中 , 力学 量 离散 化 了 以 后 , 都 定义 在 网 格 中 心 ， 


企 混合 网 格 中 质量 和 能 量 分 别 按 物质 给 出 ， 现 将 计算 的 网 格 量 列 
在 表 3.1.1 中. 


#311 ЯМ Q; нки 


H3 k x Jr X 
РНК r НЕ Ж 
(Modia „КАЖ ЖЕНУ Е S 
Mi, = > (Me)j,s 向 格 的 总 质量 
Я 

Cm 8 物质 的 比 内 能 
Pha HEX . 
80+. Aride 
CAP 如 物质 的 总 能 量 
Ху. * 市 向 总 动量 
Ул r 市 向 总 动量 

f IK; 32— EE 
8 Mya s= 

1.2 质点 布局 


在 初始 时 刻 * = 0 时 ,: 除 在 每 个 网 格 中 根据 初始 条 件 给 出 力 
学 变量 的 分 布 外 ， 还 必须 根据 计算 模型 的 几何 形状 按 物 质 区 布置 
质感 , 如 图 3.1.1 Br. 图 中 的 星 “#** 积 点“.* 分 别 表 示 不 同 的 物 
质 . 当然 有 些 爽 格 可 以 是 没有 质点 的 空 网 格 , 有 些 是 包含 一 种 以 
上 物质 的 混合 两 格 和 只 有 一 种 物质 的 纯 网 格 .“.” 和 “水 ”的 分 界 
线 是 物质 界面 ，# "的 外 边缘 是 自由 面 。 

通常 ， 质 点 的 质量 等 于 初始 时 刻 网 格 的 质量 除 以 网 格 的 质点 
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数 ,在 整个 计算 过 程 中 每 个 质点 的 质量 是 不 变 的 . 


3.1.1 质点 分布 示 赣 图 


每 个 网 格 的 质点 数 及 其 在 网 格 中 的 布局 对 计算 结果 是 有 束 岗 
АУ. 每 个 网 格 需 要 多 少 质点 ， 能 使 计算 情况 为 最 优 的 ? 这 是 一 
个 很 难 回答 的 问题 。 这 个 问题 不 仅 与 给 定 的 计算 模型 有 关 , (Tu B. 
也 与 计算 机 的 存 贮 量 有关. 如 果 在 计算 区 域 中 网 格 总 数 很 大 , 那 
么 留 给 存 贮 质点 的 位 置 就 少 ， 于 是 在 每 个 网 格 中 只 能 安放 少量 的 
АКА, ХЕ НН ИРЕНА. БЕ 27, ЛЖ 
质点 很 多 ， 网 格 总 数 就 少 了 ， 这 对 差分 解 也 会 产生 不 良 影响 ， 通 
常 ,在 以 压 疹 为 主 的 物质 区 中 每 个 网 格 可 以 少 用 一 些 质 点 ,在 以 内 
胀 为 主 的 物质 区 中 每 个 阐 格 可 以 多 用 一 些 质点 ， 质 点 数目 的 选择 
要 求 促 先 有 所 估计 ,使 得 计算 到 最 后 每 个 网 格 中 至 少 还 有 三 ,四 个 
А. 在 压 第 搞 引 起 的 密度 增加 很 小 的 情况 也 要 求 多 用 些 质 点 ， 
这 样 才 有 可 能 获得 很 小 的 密度 增 量 . 

在 确定 了 厂 点 的 数目 以 后 ， 就 要 考虑 这 些 帮 点 如 何 分 布 在 网 
格 中 ,也 就 是 贰 点 如 何 布局 了 .计算 经 验 表 上 明 ,按照 十 分 正规 的 格 
局 来 布置 质点 (如 图 3.1.2 坑 示 )] 并 不 是 很 理想 的 ,稍稍 偏离 一 点 正 
规 的 布局 (例如 图 3.1.3 或 图 3.41.4) 倒 可 以 改进 计算 结果 ， 现在 举 
两 个 从 正规 布局 裕 动 成 不 正规 布局 的 方案 。 设 每 个 网 格 有 :XX※s 
个 质点 ， 它 们 位 于 网 格 等 分 线 的 交点 处 {图 3.1.2), 假定 网 格 是 正 
方形 的 , ИЖ Ax М Ағ, ДШ О. 的 质点 坐标 《zy r) 为 


M • 


3.1.2 3X3 个 质点 的 正规 市 局 图 3.1.3 3X3 F ifi gun) SK JE Eg 


Щ 3.1.4 SKIE д — Fr IE BS 3 


xc хф t cer Ar, 


(3.12) 
r = Гуна + ETI Ar, 
# 


а, 70,1, -**, $= 1, 
移动 后 不 正规 质点 的 位 置 ,可 以 是 
1° 
x = x, i424 + ( 


£ 


2e +1 +. tims) Ar, 
22 


2. 2+1 2 + 1— 

r Fipa- + ( F + —Ə  - — 33 — J Ar, (3.1.3) 
z, в 0, 1, -一 

ЭНЕ ЕЕ Ж ЕМ. 3х3 的 布局 见 图 3.1.3, 


2° 
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| Ti qu i saih ъй Lan бз ' un 
n————————— ———rÓÀ—M r M mm ted] 


— B 
> = Ti-b- + (er — ca) Ах 
5 


2; 4 (3.1.4) 


yf = ада F 28 rà |, C71» Ar, 
iiie 2s 4s 


a,B70,1,---,5— 1, 
它 的 3» 3 的 布局 见 图 3.1.4. 
另外 ,在 布置 质点 时 应 当 考 虑 系统 的 几何 特性 ,例如 对 称 性 等 
АЖ. 
3 ZE ЕЕЕ АЕ — ЧЕНАКИ ERR. 
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这 一 步 类 似 于 流体 网 格 法 .分 三 小 步 来 完成 ,一 .计算 网 格 的 
压力 ,特别 是 混合 网 格 的 压力 。 二 、 计 算 Lagrange 运动 的 网 格 速 
度 和 内 能 .三 ,混合 网 格 的 内 能 分 配 . 

(—) 计算 网 格 的 压力 ， 纯 网 格 的 压力 直接 从 状态 方程 p 一 


(М, e) 得 到 . 计算 混合 网 格 压力 的 基本 依据 是 在 接触 间断 面 上 


УЕ. 假定 网 格 中 有 9 一 1, 2 两 种 物质 ,1 物质 占 网 格 的 体 
积 份额 是 o (0 < о, =< 1), PH 1 А MRR ERST eV. 这 
Е, У 


M. ) = (М. ) 3.1.5 
(м, ^1 fink P (1—6)V' Ep" ( ) 


Н РАН! o, 其 中 М, ХУНА. 于 是 求 得 混合 
网 格 的 压力 Рик = Pura 一 ba. 得 是 ,只 有 少数 形式 简单 的 状态 
方程 才能 求 出 a RUBER XGA X. 例如 当 两 种 物质 的 状态 方程 都 是 
Ро == Кев)ре (8 = 1, 2) 的 形式 时 ,可 以 得 到 


gy == hCe)MI (ем, + (е) M3). ( 3.1.6) 
俯 而 求 出 混合 网 格 的 压力 
р = (h(e,)M, T hlen MaF. {3.1.7} 


多 方 气体 状态 方程 是 属于 这 种 特殊 情况 的 ， 即 foleo) = Q — 


“104. 
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1)e5, 

在 实际 间 题 中 状态 方程 相当 复杂 ， 这 时 必须 求解 非 线性 方程 
(3.1.5) 或 非 线 福 方 程 组 (两 种 以 上 物质 的 混合 网 格 }。 但 是 ,在 实 
际 计 算 中 ,对 于 两 种 以 上 物质 的 混合 网 娩 不 采用 选民 求解 ,而 是 用 
相 邻 的 不 包含 两 种 以 上 物质 的 网 格 的 压力 进行 平均 来 求解 . 

(—) 现在 可 以 利用 上 上 述 特 环 得 到 的 速度 ,质量 台 刚 算出 来 的 
压力 来 计算 Lagrange 速度 0, 0, RAR и”, o 和 4,0 АРЕ 
均 计 算 网 格 的 比 内 能 的 改变 量 , 这 些 Lagrange РЯ T s ВЛА 
雇用 第 二 章 的 公式 (2.5.8) 一 (2.5.10) 得 到 . 

(=) ВОЖУ ва. 纯 网 略 的 比 认 能 容易 得 到 z, = 

80; 
efa + MEC 

ХУ, JUS 80 yE Sahi. BARA RID 
质 总 内 能 之 和 等 于 20. 

80,4, 一 > (Мобе) ль, (3.1.8) 


其 中 де. == & 一 co. ША, М (3.1.8) 还 不 能 确定 5ee， 如 果 定 
X ко 作为 两 格 中 8 物质 所 占 总 内 能 改变 量 的 份额 
Мэбез == ked0, 
M. (3.1.8) 我 们 有 
Ў? во = 1, (3.1.9) 
" 


确定 ко 的 方法 很 多 , 但 是 ,必须 选择 这 样 的 ко, 使 得 在 物质 界面 
上 人 能量 传 递 能 正确 地 反映 物理 图 得. 下面 给 出 在 实际 计算 中 用 过 
的 一 些 方法 : 

1° 假定 在 混合 网 格 中 各 物质 总 能 量 的 改变 量 是 相同 的 , 即 

Mbe, = Mades = Mde = .-.. 

М. (3.1.8) 立即 得 到 ко m 1/L, 0 一 1,2,-+-, 其 中 工 是 网 格 中 
现 有 的 物质 种 类 的 数 且 .实际 计算 说 明 , З РН АО ко 能 得 到 较 
好 的 结果 ， 

2° 假定 网 格 中 各 物质 在 相 辣 压力 和 相同 压力 改变 的 条 件 下 
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3E 4T 288 PE Ча вй, Җа ЗШЕ ШЕ ‚Ж БЕ. УА ЭЛЕЕ HERI UE Hi 
(осуде, — (ос)ібе = (ребе, == +55 
代入 (3.1.8) 后 , 解 出 


ке == Ме II (pe ij >; M, H (ec), 
EI f icr 


Kup 2 — 2р + £ СР 是 声带 的 平方 . 这 种 方法 也 能 得 到 比较 
p e 


ЖЕН. 
3? 如 果 每 种 物 硕 比 内 能 的 改变 是 相同 的 , 即 
фе, = бе. = < = < 


М. (3.1.8) 立即 推出 #5 一 Ms/ >) Mi， 这 意味 着 ， 有 最 大 质量 的 


物质 得 到 的 总 内 能 最 多 . 通常 , 这 样 进行 分 配 所 得 到 的 计算 结 梁 
不 是 很 好 的 . 
还 有 其 它 的 方法 可 以 确定 ко, KERAMET. 


1.4 AMAZ 


EWR EEAS, ДИ ка ЕТЕНЕ sa Rk В А АКА Ж 
Tr AS pL ЭЧЕП АШ. Е ГНАУ — T REL. 
а —— ERR. ЗАЛАХ BB RT РЕЩ 
量 从 原来 的 隅 格 输 运 到 了 新 的 网 格 去 ， 同 时 这 个 后 凡 所 拟 忆 的 动 
量 和 能 量 也 输 运 到 新 的 两 格 去 了 了. 

(1) 为 项 点 输 运 做 准备 ,我 们 从 &, ç 和 és ЇН ЖЕ ТАЕ 
中 斋 个 方向 的 总 动量 和 总 能 量 : 


Ma, = А „› (3.1.10) 
Xj. = №) Me, ,› ( 3.1.11) 
8 
Yi = 9a 2 Me, s (3.1.12) 
б 
mg = w ^- T ~? ~ 
Во = Maj, [e + 5 (ш, + 2.4), (3.1.13) 


Be 1,2,-, 
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W, 25 ЛЕ PA 8 БЛ ЖЕ ШШ PRI ER BE КР f Е Ж.А ВЕ RE |н} tP АЈ 
相 减 . 

(2) 后 点 并 不 一 定位 于 网 格 的 中 心 ， 因 此 每 个 质点 的 速度 应 
该 取 质 点 邻近 四 个 网 格 的 速度 的 某 种 加 权 平 均值 ， 

АЛЯ ХА (x1, ri) 所 在 两 格 是 4， 以 质点 位 置 为 中 心 作 两 
格 同 样 大 小 的 算 形 ,分 别 和 覆盖 着 两 格 Qi, 及 其 相 邻 三 个 两 格 的 各 
一 部 份 .为 计算 公式 统一 起 见 ， 我 们 约定 把 穴 盖 Оу. 的 部 份 记 作 
"A" SS O. (OX Эла) 的 部 份 记 作 “3 НЕ 0,1. (或 
Q; L) ПЕНЫ", TERES OQ, НАНБ KT BO (Y dd (E 
“二 如 图 3.1.5 所 示 ， 质 点 速度 的 计算 公式 可 以 写成 

Н} == Y айы, (3.1.14) 


LE 


4 
ph = У) aatas (3.1.15) 


№ За. = AL/ Ax Ar , 4 是 对 应 网 格 被 覆盖 部 份 的 面积 ,显然 
у Aa = АхАт, BE s a. = |. 


п =] 2 =] 


Е 3.1.5 DELEGA roD PE ЕЯ ЖЕ Га] REC HI I НЕ SER ERES а S 


i ВЕР АНОР ERRARE Ue. (х*,г*), db 
х == xb z*|/Ax, r= [rz — rtf Ar, 


其 中 ох}, ri 是 质点 在 + 一 r 时 刻 的 坐标 ,那么 容易 得 到 


(3.1.16) 
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Ta à o a a а. e ERR A] 
— ДВОЕ sya аалы ллы ыыы TP ИШИ + 


1 1 
a, (L + z) ' (+-+). 
а. == (L + =) ` (2+), 
这 样 ,经 过 时 间 闻 隔 Ae 以 后 , АА О В ЕЯ 
АЖ (ар, rp), ИГН 
же == x. + ЯВА, 
fk = rg + O4 AM, 

由 于 质点 运动 速度 采取 这 种 内 播 处 理 。 那 么 在 边界 上 当然 要 
进行 特殊 处 理 , 当 作为 权重 的 四 个 面积 中 有 一 个 落 在 空 网 格 时 , 空 
网 格 速度 取 质 点 所 在 网 格 的 速度 ， 或 将 被 答 匡 的 空 网 格 的 面积 取 
Я. 媳 果 被 覆盖 的 网 格 落 在 固 壁 外 , 那么 辐 壁 外 的 网 格 速 度 取 
相 邻 内 网 格 的 速度 ,这 时 质点 可 能 越 出 国 辟 , 直到 这 种 情况 时 , 就 
以 “镜面 反射 * 的 方式 把 它 反射 园 内 部 网 格 。 或 者 同 辟 外 的 网 格 速 
度 用 相 邻 内 网 格 的 反射 速度 , 可 以 证 明 , 当 А: 适当 小 时 ,系统 不 
< А м. 

注意 到 ,经 过 一 个 时 间 间 隔 A: 以 后 ,质点 都 运动 到 新 的 位 置 
上 ,因而 绾 网 格 可 以 成 为 混合 网 格 ,或 混合 网 格 变 为 纯 网 格 ， 有 物 
质 的 网 格 可 以 成 为 空 痪 格 ,或 反之 ， 


1.5 量 新 分 配 


质点 运动 后 , 它 可 能 还 留 在 原 网 格 中 ,也 可 能 运动 到 新 的 网 格 
去 。 当 发 生 捕 一 神情 况 时 ,质点 的 质量 ,上 及 质点 所 携带 的 动量 和 能 
Вы и, 并 加 到 新 的 网 格 上 去 。 这 样 被 减 去 或 加 
Еа 


BM o та, 

8$ == RM, 

8Y 一 mgr, (3.1.17) 
BE; = Te Ë 


因此 , 当 系 绕 中 所 有 质点 爹 部 运动 后 , 每 个 网 格 的 质量 , 动量 
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和 人 能量 积累 成 e+: 时 刻 的 值 
М = М, 一 >) (fma) + >) (5тө), (3.1.18) 


мМ"! = У M3", (3.1.19) 
Ë 
«en = [5 У) (айу, + 31 03s] nen, 
(3.1.20) 
а, == | Y — У, (8Ү), + > Pelim, 
(3.1.21) 


Ej" = |8, У) GB), + >) Eo) iMi, 


(3.1.22) 

其 中 下 标 * КАЖ) НН PESE FI EE JN т 

ЗЕ Л ЖЖ. Xp МО H$, н"! а у"! о, 2M 
МНО Bf, EP! = 0. 
比 内 能 可 以 这 样 计算 ; 


ез! == Ез! —- > [(s***y + ("ғу (3.1.23) 


Ff ОНУ У RU САЈТА 0 ЖЕНИ Т. 

l Эт Rb FE ЕЙ TK А EA. 但 对 连续 边界 , ЕН 
Wisi. 无 论 是 数目 ,还 是 它们 的 位 置 都 和 紧邻 网 烙 相同 ,它们 不 包 
合 在 系统 之 中 。 АНАЛ URS. ИЖЕ АК АА 
量 ,动量 和 能 量 加 进 系统 中 成 从 系统 中 减 去 ， 


L6 方法 的 限制 


在 买 际 计 算 中 用 质点 两 格 法 解 可 压缩 流体 访 动 的 问题 ， 包 括 
与 已 生计 算 结果 和 实验 结果 比较 ,证 明了 方法 的 正确 性 和 有 效 性 ， 
A SRI SET: 

1” 它 是 用 于 多 种 物质 计算 很 有 效 的 方法 , 任何 时 候 都 可 以 分 
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m 


WM 


t= 0,25 RE 


$3 $ 


у 


t= 1.50 ED 


t= 1.0 фр 
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= 100 Ж 
№ 3.1.6 一 个 半径 1 厌 米 的 铁 球 以 ? Н Ж] ВОН В 
УМН. (Amsden, (1966)) 

PE f» Rf frg ТТЕ, diede xU E Ж ОЙК, 直观， 如 果 将 每 个 时 间 御 环 
НОЛА АИСТ ЯЕ, e RT B LE ЖЛ px — BE Tl Pv, ЖИ 
ж Uit Ub SIR REDE TUS UHR. 

2° uj IYF Ы pais s ОА 5s Fe Ud THEE Rid 09 Ut k. UE 5р 
问题 ， 而 不 必 附 加 特殊 处 理 . 

质点 圆 格 靶 中 的 质点 数 趋 于 无 穷 的 渐 近 情况 就 是 前 章 所 讲 的 
流体 网 格 法 . 因此 , 磺 点 网 格 法 具有 流体 网 格 法 具有 的 一 些 基 本 
性 属 ( 见 第 二 章 第 五 节 }.。 质点 网 格 靶 的 缺点 在 于 它 要 大 量 地 占用 
计算 机 的 存 贮 空间 , 这 是 因为 Euer 网 格 量 和 质点 都 要 存 贮 起 来 . 
从 而 也 要 耗费 大 最 的 计算 时 间 , 相当 于 纯 Euler УВЕ Lagre- 
nge 方法 所 需 计 算 时 间 的 两 倍 , 甚 至 还 要 多 ， 这 和 所 设 的 民 点 数 
HAX. 此 外 ,由 于 方法 采用 了 离散 的 质点 ,网 格 的 密度 和 压力 计 
ЯР. 


1.7 方法 的 发 展 概 况 


1° 质点 网 格 法 可 以 直接 用 于 求解 带 有 真实 粘性 和 热传导 的 
ЖЕЛЕ, НИЕ РНИИ ЕЯ 
ELT (Amsden (1966), Butler (1967)). 


2^ РЖ DEED 9] Еа e EE Wk ЕН (Gage 
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和 Mader〈1955))， 但 是 目前 使 用 它 还 受到 限制 。 首先 ,计算 机 
的 容量 和 速度 严重 地 限制 了 它 的 使 用 ， 此 外 ， 没 有 简便 的 输出 设 
备 ,使 三 维 的 结果 流 于 形式 ， 

3° 质点 网 格 靶 问世 以 后 ,引起 了 计算 力学 和 计算 物理 工作 者 
的 极 大 注意 ,因为 它 能 解决 别 的 方法 解决 不 好 的 许多 间 题 。 典型 
的 例子 有 : ”一 个 小 水 滴 球 高 速 落 人 斌 池 中 (Harlow 和 Amsden 
(1971а)), 冲击 波 与 可 变形 障碍 的 相互 作用 ,一 种 金属 板 与 男 一 金 
ВН АО WG E m TR (Riney (1970)). 3.1.6 JE—1-EEXK HE QU TE 
Ау SE (Amsden 【196677。 此 外 ， 质 点 况 和 格 法 得 到 了 发 
展 和 推广 . тра PIC 的 一 些 缺 点 ,Madqder (1975) 和 Nishi- 
guchi 和 Yabe (1983) Н РЕЗЕ СРЕ. Mader (1964) 已 经 
把 PIC ЕЕ ЯНЬ КЖ ЖЕНЕ КМ EIC 
У. Harlow 和 Welsh (19655) 将 不 带 质 量 的 标志 质点 用 于 不 可 
压 锯 流体 动力 学 方程 ,计算 自由 面 和 两 种 物质 的 问题 。Harlow 和 
Amsden (1974) 将 属 点 用 于 物质 界面 两 侧 二 、 ЕКО 
面 , 这 就 是 下 面 第 三 节 要 介绍 的 GILA HE. 一些 作者 将 质点 网 
格 法 的 县 想 推广 到 等 离子 问题 的 计算 , 称 之 谓 质 点 云 方 法 (计算 物 
ЭЛ). 苏联 科学 院 计 算 中 心 的 Белоцерковский, Гущин 和 
Шеиников (1975) 挡 质 点 两 烙 法 与 统计 结合 起 来 研究 稀薄 气体 的 
计算 ， Harlow, Amsden 和 Nix (1976) 抬 质 点 两 格 蕉 推广 到 求 
解 相对 论 的 扩 体 动力 学 方程 ,研究 原子 核 之 间 的 高 能 磁 拉 . 


$2 ЖЖ: 


在 第 二 章 第 五 节 中 讲 过 的 流体 两 格 法 适用 于 计算 单 种 介质 的 
畏 变 大 的 流 体 资 动 问题 . 由 于 它 对 计算 宙 的 存 驻 空间 和 计算 时 间 
比 质点 网 格 法 少 得 多 ,因此 , 近 几 年 来 已 发 展 了 一 些 以 流体 网 格 法 
为 基础 的 计算 接触 间断 或 多 种 物质 问题 的 计算 方法 【Kershner 和 
Mader (1972), Hageman 和 Welsh (1971)). 

在 这 一 节 中 介绍 徐 国 荣 等 (1980) 提出 的 多 流体 网 格 著 ， 这 
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种 方法 的 基础 还 是 流体 网 格 法 ， 它 给 出 了 一 赛 处 理 混合 网 格 的 技 
Ж. 程序 设计 也 比较 简单 。 方法 的 第 一 步 完 全 与 质点 网 格 法 的 第 
一 步 相 同 。 主 要 区 别 在 于 输 运 量 的 计算 . 
用 (бт) ну 和 Omt 分 别 表示 在 一 个 了 时 间 步 长 А! 
内 ,6 物质 通过 边界 SE 和 51.4 的 质量 输 运 量 。 这样 
(2те); 2.4 = Pasil po) оба А, (3.2.1) 
其 中 当 чак > 0 B3. Cos)p- Сов) H бра < 0 БЇ, Сер) 
= (ре) д. X 
(me); кы == Веб a Сов) р® 10M, (3.2.2) 
其 中 当 | ШЇ, (pe)p 一 CPE мА 2 aa dO ВУ» (ры) р== 
(peikti. 
ATIN (3.2.1) Ж1 (3.2.2) 的 各 +#4 和 244 ЖШШЕ МЫШ 
BE ЕШ TE: 
йы = Z (Ga + žm) /(1 aT M ), 


nae] 77 > (9,4 + а) (1 + 8 IL Ai), 
(3.2.4) 

其 中 5 是 由 插值 点 确定 的 参数 ， 当 5 二 0 TOR BL RBS UN 
个 网 格 速 度 的 德 单 平均 ;5 一 在 是 Kershner 和 Mader (1972) RE 
用 的 公式 ;在 多 流体 网 格 法 的 计算 中 采用 了 5 = 0.5, 

通常 S. 应 是 8 物质 通过 网 格 边 界 所 鼎 面 积 的 份额 ， 多 流体 
内 格 潜 是 不 管 物 质 在 网 格 中 的 分 界面 的 形状 和 位 置 的 如 何 ,因此 ， 
采用 如 下 方式 来 确定 Bo: 

S ТА ШАЙ ЛЕ ЕЕ, ВА fo 一 1 (3 是 贡献 网 格 的 物 
i. 

当 贡 献 网 格 是 混合 网 格 时 ,分 两 种 情况 来 讨论 : 

1” 若 接受 网 格 是 纯 网 格 ( 不 妨 设 其 中 物质 0—1), ШЇ A=, 
ба = 0. 
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2” 若 接受 网 烙 也 是 混合 网 格 : 则 近似 地 取 
В: = ICAT + (01)4]/2, 
&--[Co)p- (о»)„]/2 = 1 —А,, 
其 中 (se)p 和 (в), 分 别 是 贡献 网 格 和 接受 两 格 中 8 物质 的 体 
积 份 额 , 它 们 从 第 一 步 计 算 混 合 网 格 的 压力 时 得 到 的 . 

此 外 , 应 该 看 到 , 贡献 网 格 的 物质 {不 妒 假 定 8 一 1) 的 质量 
(M,)s 有 可 能 小 于 流 过 网 格 边 界 的 质 蝇 输 运 量 |Am1。 这 时 ,应 
HEE 8,, EAA (3.2.1) 和 {3.2.2) 的 lam! 正好 等 于 该 网 格 
的 质量 (Moo, Bi 


或 


(3.2.5) 


Ë, = CARDIACE TIFE 


Ё, = (М, реа (в) р Pasa Ат, 
同时 修正 8, 1 — A... ЖА ЛЕНО В ЯП 8, НАЗ (3.2.1) 或 
(3.2.2) 重新 计 (ть) а, 或 (бть)удаь. 
实际 上 ,上 述 修 正 Bs 前 过 程 就 是 描述 物质 分 界面 从 一 个 网 格 
返 动 到 另 一 个 网 格 的 过 程 。 也 就 是 在 计算 中 自动 地 实现 了 混合 网 
格 变 成 纯 网 赂 ,或 纯 网 烙 变 成 混合 网 格 的 过 程 . 
通过 网 格 边界 的 质量 输 运 量 计算 好 以 后 ， 根 据 质 量 字 恒 就 可 
以 得 色 每 个 网 客 新 的 质量 
(3 
— (бт рр — (8575),4,4], (3.2.7) 
假定 通过 两 烙 边 界 的 质量 带 老 页 献 网 格 祖 应 约 部 份 动量 和 能 
是 ,就 可 以 完成 动量 分 量 和 能 量 的 输 运 量 计 算 ， 为 此 ,我 们 采用 第 
二 章 第 五 节 定 叉 的 画 数 Tikkoe， 每 个 网 稳 的 动量 分 是 的 新 值 从 
下 列 公式 得 到 
(MUNE = (моу + Til DD ёт aa 
+ ТС) Dm 
一 Tj4(G)U ёт 
— Tpl Diada 
+ б — T;4(18m 44 
+ [1 7,02) 16, 


(3.2.6) 


п 11+ - 


— [1 — Trat3) lmirtt 
一 [1 — Tja (4) lamit ho (3.2.8) 
其 中 Bm Bm, + Em, U == (ик. 
每 个 网 格 能 量 的 新 值 是 
(M E y = (M Ë, + Тк CES) aa (mea 
+ Ты (Е) dm ) 
— T AGE) a Bme) rs 
— TAGES) iaa бте) 
+ (Еды — T;4CD1 - (mey. 
+ [1 — T;,4C2) C89me); 4-1 
— И — T;4(3)]C8mo)si4 
— [1 — Ты (8m); |. ( 3.2.9“ 
RAZEM (3.2.7) — (3.2.9) 得 到 每 个 网 格 ( 非 空 的 ) 新 的 速度 分 
重 和 比 内 能 : 
up = (Мим ү, (3.2.10) 
"к= OM ua М, (3.2.11) 


Kl 
(e$, — МОЩЬ — + ДУ + ДОМ, (3:2-12) 
* ü fk 


其 中 M =M, + M;。 网 格 的 密度 可 以 由 第 一 步 计 算 压 力 # 的 时 
懂得 出 ， 
该 方法 的 另 一 个 特点 是 自由 面 网 格 的 处 理 。 有 质量 的 网 格 至 


少 与 一 个 空 网 格 相 邻 , 这 样 的 网 格 称 为 自由 面 网 格 ,与 它 相 邻 的 空 
ЕЕ p = 0. 


1° 在 第 一 步 计 算 中 当 p > am 时 ， 按 差分 方程 (2.5.4) 一 
(2.5.7) 计算 2,07 Ж 2, Ш ость Bj, W onu. реа, 
¿— е", b л 是 初始 密度 ,7 T (0, 1 | 问 的 数 ， 

2° 输 运 处 理 ， 在 自由 面 上 放置 一 组 标志 过 点 ,描述 自由 面 的 
运动 , 迹 点 运动 按 术 章 第 一 节 中 的 质点 运动 公式 计算 , 

如 果肉 由 面 网 格 为 贡献 网 格 , 空 网 格 为 挫 受 网 格 时 ,质量 输 运 
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RANE r- arrsa 


如 下 : 

1” 荐 接受 网 格 没有 标志 迹 点 , 则 8, = 0, 即 质 量 不 向 空 网 客 
fam. 

2? TEE А bA GA i. 则 Pe 一 (ss)p, 即 质量 按 贡 献 网 
Tk Ө МАК PLU ТА) Эв Б ЖЕ д. 


$3 СПА Jj ik 


98 — SE RS УМЕН М SEC RT КЕЛИНЕ ЖЕРЫ) SI K T 
ЕЕ БЫ ЕЕ ПКЕ Euler 方法 (或 
ICE 方法 )， 本 节 介 绍 对 这 样 太 范围 也 适时 的 另 一 种 方 社 一 一 
СПА H} (Harlow Я Amsden (1974)), 

计算 仍然 取 和 矩形 Ешег 网 格 ， 离 获 化 以 后 的 力学 量 的 定义 位 
置 也 与 ICE 方法 相同 。 但 是 由 于 它 要 求 在 物质 界面 丙 侧 两 三 个 网 
格 内 布置 一 批 区 别 不 同 物质 的 不 同 的 标记 ，。 因 而 它 具 有 计算 多 种 
介质 的 能 力 。 混 合 爽 格 边 界 或 与 物质 界面 重合 的 网 格 边 界 上 的 输 
运 量 用 类 似 于 PIC 方 社 进 行 处 理 。 见 用 标志 质点 的 运动 来 计算 . 
在 一 种 物 岳 区 内 部 的 网 烙 边 界 上 的 输 运 量 , 集 FLIC 方法 一 样 ,用 
连续 访 体 的 概念 进行 计算 。 BT GILA 方法 不 要 求 在 整个 求解 
区 城 上 布 标 志 :, 因 而 大 大 节约 了 机 器 的 存 贮 量 . 

GILA 方法 的 每 个 计算 循环 分 三 步 来 完成 。 


3.1 第 一 步 绅 Lagrange 运动 计算 


在 这 一 步 上 还 是 只 考虑 由 于 压力 梯 寞 而 造成 的 流体 速度 ， 内 
能 和 体积 的 变化 。 这 一 步 采 用 了 隐 式 计算 格式 , 主要 是 考虑 到 格 
式 能 适用 于 低 亚 音速 访 。 解 方程 


4v = ф n- uds, (3.3.1) 


M Sa aG n- pds, (3.3.2) 
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М —- = —P -—, 3.3.3 
di P dt ( ) 


Jt rh TRAY ВЕ ГЫ НТ ЖЫЛА BB ЗЕ sk tk tk B BJ ЖООШ Е XE 
б. n ДЕЙ RARI EE IRL fir] E. 

在 混合 网 格 中 ,分 别 求 不 同 物 质 的 质量 ,体积 和 内 能 。 对 于 一 
个 网 格 中 只 含 两 种 物质 的 情形 ,给 它们 的 质量 ,体积 和 内 能 加 上 标 
"1" 40 "2". 此 外 ,用 字母 头 上 加 “ ~" 表示 第 一 步 计 算 的 结果 ， 
EEH fé (3.3.1) — (3.3.3) 的 差分 方程 取 作 

i СР + Po. 一 


gua T Pip S Gista T iga) Ay 
+ (2,444 nn Uj 424r, (3.3.4) 
Меза (3.3.5) 


Ac (Hita нафа) = Cre — йа.) АУ, 


М itot 


A C un Vith) = (pin — фра) Ах, (3.3.6) 


May Aya T tu) m — Pia Cu, — Vi. (3.3.7) 


Ma (Sa, == e382 = —B, Gs, — V, 2. (3.3.8) 
由 状态 方程 各 压力 连续 关系 ,有 
M ,, 
E. | RN 2), (3.3.9) 
ЕЕ: 
„М. 
= nhà x 
Рр == h ( 5. 7} (3.3.10) 


质量 Mia 和 Мы, 是 想 邻 网 格 质量 的 平均 
Ма == l (M, + M iaa, 

1 ( 3.3.11) 

Mia = — (Мк + Ман. 


方程 组 (3-3.4) 一 (3.3.10) 可 以 采用 选 代 法 来 求解 ， 
Ал, АА (3.3.5) ЯП (3.3.6) 分 别 解 出 Sis 和 25,4, ЗЕ 
它们 代入 (3.3.4) 后 ,得 到 
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€———— ИРИ тр arc ria ЫЫЫ Pea sia Лг - үс o а + | 


1 
А (W, Va, 7 Vi, T Уз) 


= (ини 一 tt 44) AY + (ерд ф 一 vj 4) Ая 


+ (АУУ Al (= 一 Pia B Рік — ч) 
Муз M i, 

+ CAzY Ar 他 — Pisa Е Ёра-1 一 Pra 
Мк Мы Г 


(3.3.12) 
在 方程 (3.3.12) 中 ,网 烙 Qi 的 未 知 量 取 第 (v + 1) WER H 
邻 网 格 的 未 知 量 取 第 > 次 选 代 。 ош pas, 其 中 心 表 
示 未 知 量 中 的 任何 一 个 那么 方程 (3.3.12) 可 以 写成 


1 
—— (SV? 4 SVP +V? + VUP —y, И 
А; ( M UN 19,4 Mk 14 3,4) 


— Сина — tti 4 a) AY + Соар Pr- Ar 


‚о ИВР PERLT PER PP — FIR — enia 
+ АУА: | Мн Е Муз ) 
„РА РЯ — Pika Pik- — РИ — Р), ^. 
+ (Ах)! Ar (re — Mad "n р 
(3.3.13) 
因为 假定 压力 在 物质 分 界面 上 基 连 续 的 , 信 【3.3.9) 各 (3.3.10) 得 
EIE: (3.3.14) 
SPA Mi, с k w As 
ëV == — а ёр}, hs (3.3.15) 
hk M; C А " 


其 中 e = ЭР/др, ELE ВЕЕ, Ар. 从 (3.3.4) 定 


V? у 人 下 一 
lsk 22.4 "m. 


AxAy AI 
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uj ga — "jd NEUE 一 eji-& 
+ — K o А o7 
(3.3.16) 
TA. ESSERE GCSE ,每 个 网 格 的 DI? ЖЫТ ЕЁ. 48 (3.3.14) 
和 (3.3.15) RA (3.3.13) 居 , 并 利用 关系 式 


(u) FT. Ay _ 17 
Ut = apa E po CPAT РА), (3.3.17) 
efle 一 tasa + PT (ро) — P4) (3.3.18) 
+ 
ЖИ (3.3.16) 3X, SJ И EHE 
р = — Р Y (3.3.19) 
pk 
HR 
y! 1 
1 | !hk 1, 
Ha Ам а T M, à 
pk d. hk dh 
I 1 
+ A! [САУУ 一 一 一 十 
(z М; QUEE ) 
+ (Ary (3.3.20) 
(si iti tx, k- 3] 
在 迭代 过 程 中 是 不 变 的 . 


如 果 取 上 一 捕 时 刻 的 结果 作为 选 代 的 初 值 , 选 代 顺 序 综 合 如 
F: 

1° НА (3.3.16) 计算 DV. 

2° 用 方程 (3.3.19] 计算 5р], ME РЕ} В Ро. 


3° 用 方程 (3.3.17) ЯП (3.3.18) 计算 ибн, ЯП n 


4° 将 РЇЇ? КАЖ (3.3.7)—(3.3.10) д, № (3.3.7) 和 
(3.3.9) ЖЕ Mv 和 ү» 联 立 (3.3.8) 和 (3.3.10) НЫ VUA 


etn, 
pk 


EX Lii1^—4,85 (рео <s 对 每 个 网 格 都 满足 为 
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Ш, е 是 按 淮 确 度 给 定 的 小 量 . 

对 简单 的 状态 方程 (例如 多 方 气 体 ) 第 4? 39 BIER AL ZI RR RT DA. 
直接 解 出 。 对 复杂 的 状态 方程 ,还 必须 采用 和 返 伐 方 落 来 完成 . 

上 面 所 叙述 的 过 程 是 对 包含 两 种 物质 的 计算 网 和 格 而 言 的 ， 对 
Mi: 或 M, 是 霉 的 一 种 物质 的 计算 网 格 , 只 需 把 对 应 的 Fo, V 和 


р: , 
M2 置 于 零 , КАБЕН BER. 


3.2 第 二 步 是 输 运 量 的 计算 


США 方法 的 输 运 量 的 计算 分 为 两 类 , 一 类 是 连续 输 运 ,一 类 
REDE AS. 

连续 输 运 量 拱 将 流体 看 成 连续 介质 , 按照 FLIC 方法 第 二 步 
计算 输 运 量 的 办 法 进行 . 当 贡 献 网 格 和 接受 网 格 都 是 同一 种 访 体 
ДОЛИНЫ E. ЭЗЕН ЕЖЕН ЛЕ. К, ЕН ЖЕ ЛЕН BI E 
的 滑 移 ,所 以 认为 速度 量 到 处 是 连续 的 【由 于 加 上 了 人 为 粘 任 项 ， 
Hr ELE Bis np ERE, 仍然 可 以 认为 速度 是 连续 的 )， 办 此 动 
最 的 输 运 量 的 计算 全 部 按 连 续 输 运 处 理 ， 

如 辕 相 邻 两 个 网 格 中 有 一 个 是 演 合 网 格 ， 或 者 相 邻 两 个 网 格 
最 然 都 是 纯 两 格 ， 但 不 是 同一 种 物质 ， 旭 这 样 两 个 两 格 之 间 边 界 
ЕЛЕ ВАГА ЕНЕ Ваа, ВЕНА ВАЈС 
和 PIC 方法 中 利用 质点 的 运动 计算 输 运 量 的 方法 是 类 似 的 .事先 
在 物质 界面 丽 侧 安放 一 批 标志 点 (不 同 的 质点 采用 不 同 的 符号 )， 
和 PIC 方法 一 样 和 用 面积 加 权 公 式 以 及 与 标志 点 最 近 的 办 个 点 的 
速度 求 得 标志 点 的 速度 。 然 后 求 出 1 一” 时刻 这 些 标 志 点 的 位 
и. 如 景 一 个 标志 点 从 一 个 网 格 运 动 到 了 其 邻近 的 网 格 , 那么 原 
来 两 格 的 一 部 份 质 量 和 内 能 就 输 运 到 其 邻近 的 网 和 格 去 了 ， 这 里 和 
PIC 方法 稍 有 不 同 的 是 РІС 方法 中 每 一 个 质点 带 有 问 定 的 质量 ， 
而 在 GILA 方法 中 每 一 个 标志 点 没有 男 定 的 质量 ， 而 是 把 每 一 
时 刻 网 税 的 质量 和 内 能 平均 地 分 配给 当时 次 格 中 所 有 的 标志 点 . 
这 种 离散 输 运 的 思想 是 简单 的 ， 但 是 去 编 出 程序 在 机 器 上 实现 起 
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来 却 是 相当 复杂 的 ， 
输 运 量 算 完 以 后 ， 对 于 混合 网 格 还 必须 计算 两 种 不 同 的 物质 
各 占 的 体积 ， 还 是 利用 正 力 连续 的 关系 


再 加 上 显然 成 立 的 

Vap Ур Vrs 
М М Ш Va. ЖИ, 来， 这 一 步 计算 的 结果 我 们 用 项 上 加 一 
ERRA АЭ, И å, 0, 2 等 等 . 


3.3 第 三 步 计 算 扩散 项 
作为 GILA 方法 的 最 后 一 步 是 计算 各 种 类 型 的 扩散 项 , 其 中 
包括 具有 粘性 和 热传导 问题 的 扩散 项 ， 人 为 质量 扩散 和 为 计算 冲 


击 波 所 引进 的 人 为 粘性 项 ， 以 及 为 提高 精确 度 的 抵消 截断 误差 的 
项 等 等 (于 Rivard 89 (1973)). 


1° 质量 扩散 不 能 在 不 同 的 物质 之 启发 生 , 只 能 在 同一 种 物质 
的 纯 网 格 中 加 进 人 为 质量 扩散 项 


^ (M ы 
MIX = Мы + ТАЗА (Ну ү M) 
Ax Руны SV Fir 


-2 (E) | + = a. 
"Ош eso 
其 中 7? 是 参数 . 


2” 对 于 任何 网 格 都 可 以 加 进 动量 扩散 ， 如 


# А, л А ^ 
муу, — (мё) 1+1, + ИСКЕ 


— jeha) mm СААРА СРИ m ñ -&,4)1 
NES 


f ^ ^ 
Ay [Мина . CNW — ЙА) 
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一 Мак Ки брака) 1, (3.3.22) 
(Мо) = (М0) зА + АУ [854 Mia Riad 
一 $444) — адн Pica] 
T м [M 4,444 * Piet — 21434) 


一 Мунк 一 +], (3.3.23) 

其 中 86,, ВРУ, CIEI А. Ж Rh EE АН ЖЕ БЕ SR Е i= 

HRR, CAD ЕЕ СИР РАТЕ ЈЕ AB A, DIRA 截断 误 
ж), 4 是 具有 速度 量 网 的 常数 . 

3” 对 于 内 能 的 扩 油 有 两 个 方面 要 考虑 。 和 首先 基 热 传导 部 份 


BA 


* r P^ АЕ 
Меера = Мёд + T (Aaa 2256 а) 
X 


+ H Ax xt 


(а; ъа m 28i, + Ва) 3 


Hh в АЕ. Fo St ЕЕН ТУ ПЗ ВО) 
能 的 减少 ， 其 减少 量 可 以 通过 在 (3.3.22) ЯП (3.3.23) ЕУ ЖЩ 


(“л ани) 和 — (pia + бын) 而 得 到 ， 从 〔3.3.22) 
可 以 得 到 
E Ga Mia — = Bira Mihe 
+ Lurt ahipa Mia Йа) 
一 A баба Cle pai * Яа 
一 Мб (Bia баа) А) 


+ AAt | 
Ay 


1 ^ 
+ (М + Муни + Мака + М; за) 


X (йылы Ён) - TEMP 


1 A ^ 
_ (Mj, 十 Mia + Misa H Misna) 
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(йна бый | , (3.3.24) 


Ята (На). 队 (3.320 STEUB B ESAE — 


项 为 商 阶 小 量 ， 略 去 后 将 〈3.3.24) 两 端 对 7 ЖП А ЖЖ, 2013688 
后 ， 便 可 得 到 由 于 z 方向 动量 Ми 的 扩散 引起 网 将 QS, 上 动量 
的 变化 为 


A! n ^ _ _ 
— , MPa a — ак) ° (iuda 一 Hii) 


А A: 


ETT Mi AL CA 4 di — figh, к)" C — ied) 


eaa дната) ` Gua 一 Инда) 

+ (Guia — Baal; aaa 一 24a) 

+ Guia 一 Bj aai) a 一 8, 442)], 
BUR FJ Q ЧАК в, 并 作 适 当 的 近似 后 ,上 式 可 以 写成 


А ^ 3 
—M it 125 Ü; n CI OTT Bioda) 


Ax 


A h^ 
16Ay CNN + wj Papa T Hj daa — ааз). 


赔 样 也 可 以 近似 求 出 由 于 3 方向 动量 Ms 的 扩散 引起 网 格 9 ;上 
动能 的 变化 .因此 总 起 来 Qu. 上 动能 的 减少 量 近 似 等 于 


AI 
бер == Ө, (= 


Ar Cui aua — i-i 


Ач : AA: | 1 
+ — (орна 一 иа? + l6 la. LINER 


Ay 
+ Ld Мф к — 8; Aa i) 


1 
+ "AE С — Pikti 一 ии А 


为 了 保持 能 量 守 恒 , 有 必要 把 这 一 部 份 能 量 加 天 内 能 上 去 。 于 是 
对 一 个 纯 爽 格 


Ck "= cik + берд, 
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对 于 混合 两 格 , 则 联 立 解 方程 


Meert — É. 十 М" ей! — =” 
ko Мы 4) А В N.a 


) 


== м + M; eik , 


MU M; 
‘hk =+; iet 十] 
(ур, i /VE бу 


Em ` “ik 


这 样 США 方法 的 一 个 计算 循环 就 算 完 成 了 . 
§4 标志 网 格 法 


пЗ, На ТХЕ НОМАН ЯНЕ ИЕ ИЕА 
Navier-Stokes FERHAD. 在 Euler ФАН, ERALA 
БИКА ЫЛЕ ВЕ 25 3k ЖЕ ERE Я УС, Harlow (1969) 的 低速 
BEM ЖОГУ RJ RE Hz JT TUR EP ARARA лу pi, ВО 
i& РЖ S Sh ЛУДАШ pK B НАН S. BERR ЕЧ BERI 
ВНЖ, Harlow 和 Welsh (19655) 在 Euler 她 形 网 格 上 建立 
了 Navier-Stokes 方程 的 差分 格式 НН D ARARE ВЕЗЕ Ж 
的 方法 有 了 更 大 的 适应 性 ， 特 别 适用 于 自由 面 和 多 种 介质 间 题 的 
Жж. КТВ (Мыксг and Cell. 方法 ， 
简称 MAC HE). 


41 计算 网 格 


标志 网 格 法 的 格 网 各 为 学 晤 冤 散 化 以 后 的 定义 位 置 与 隐 式 连 
8 Euler 方法 相同 . 此 外 在 流体 占据 的 区 域内 还 引进 了 一 组 无 质 
量 的 标志 点 。 这 些 标志 点 是 随 流 体 流 动 的 。 不 问 物质 的 界 配 包 
括 自 由 面 ) 就 可 以 任 积 这 些 标志 点 明显 地 表示 出 来 ， 

在 计算 过 程 中 将 区 分 三 类 网 格 : ЖЕНЕН. 或 没有 标志 点 
的 网 格 叫 做 空 网 烙 E; 有 标志 点 , 但 至 少 有 一 个 空 网 格 与 它 相 邻 
ВУЗАХ И ЖИР 5; 有 标志 点 ， 而 无 空 网 格 与 其 相 邻 的 网 格 
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I di ЕКО HE F СА 3.4.1). 


№ 3.4.1 НЕА 


42 整 分 方程 及 其 解法 


党 考虑 系统 中 只 售 一 种 介质 的 情况 .这 时 求解 的 方程 为 动量 
方程 和 连续 性 方程 
ðu 


8; + м = — VP + u^u + g, (3.4.1) 


тп 0, ( 3.4.2) 
其 中 ，w АНТЕ ЕЕ, P 则 是 压力 与 常 密度 Pp 之 比 ( 由 于 内 
差 一 个 篆 数 因 于 ,所 议 下 面 奶 把 它 岂 做 压力 }, # 是 粘 姓 系数 (这 里 
假定 它 是 常数 ), g 是 重力 加 速度 . 
在 二 维 Descartes 平面 学 标 系 中 ,对 方程 (3.4.1) 和 (3.4,2) 作 
有 限 差分 近似 ,得 


я = 1 Аг 1 п 
ЫР ні, Т Ar (Piu — PR), (3.4.3) 

nti ~ АЈ "D 
tikti T рат — (Pikan — РФ), (3.4.4) 

Ау 
041 — ut А n 
HL — QUE AER Ui ad — am 
Dj = —— + —— £D, 

Ax Ay 

(3.4.5) 


其 中 


rhs mM ARES с = 
Dn——— Á————— EE NL mM E Qs áo dcc 


(o); = СӨЛ 
Ax 


(ни) ня 一 COPERTE, 
一 一 全 一 一 一 


рна T Hep T Ar | 


пнд Рау — 28а 
ИК ты ы 
Hye daba Коцыр, — 2444 ү 
(Ауу ; 
+ Aigs:, (3.4.6) 
T (59) 4444 UT (ursa ud 
Piket = Pikti + A: А 


(0,4 — Giu 
+ re 


Ау | 
И — 296444 
(ау 
о ECT Pik- — 204+ 
——dm— Jj 
+ Alg. (3.4.7) 


在 方程 (3.4.6) ЯП (3.4.7) 中 有 些 速 度 值 不 在 它 离 散 化 后 定义 的 位 
X r.pim2d s НЕА, 


(иә) = Ида аа 


其 中 


1 
Hitit = 2 СТ + Н-да}, 


1 
Pitat T (rikt T оракъ). 


和 
Си) д = ир дна, СО) е бара. 
后 两 个 公式 是 交替 型 插值 。 从 方程 (3.4.3), {3.4.4) 和 (3.4.5) ЖЕ 
同 边 界 条 和 件 就 可 以 求解 未 知 量 277, uU т, 
+ 126 + 


为 此 将 (3.4.3) #0 (3.4.4) 的 un ЯН SL 代 人 方程 (3.4.5)， 
我 们 得 到 压力 ? Né Poisson 方程: | 


(Руна T Рад 一 2р?) 


Те; y 
+ - Gy (Pia a TF Pha — 2P;,4) 
— Ру = 0, ( 3.4.8) 
其 中 
Ре бъда 一 fj iy Pad -— Pac 
Оһ кұ Б ду. 
REHE (3.4.8) -BH ERAR, Ипат Н КЕШЕ Y IC 
(1 + е) 


РГӨ = тау бн 
At (1 十 SES) 
(Az (Ay) 


Рк ЖОРА pela + PTS 
+ A(— rae + CO Ах — \| 
— epii, (3.4.9) 


Hh v PERRE. ЗЕ UE ТОКЕ Ж EPRBS EE, Б 
去 讨 间 上 标 в + 1, УЖЕ j МА 递增 的 顺序 进行 的 ， = 是 松 
ЖЕТ, 取 0 与 1 之 河 的 值 . ма = 0}, М Seide Е, Ж 
代 过 程 进行 到 不 等 式 
|Р}? — zial <e 
Т £ + РО] 
对 所 有 网 格 部 满足 为 目 , 其 中 是 依 淮 确 度 事先 给 好 的 小 量 ， 得 


到 Pj. 后 , 代 人 (3.4.3) 和 (3.4.4) 就 可 以 计算 ча НПО. 


从 公式 (3.4.9) 看 到 , 在 计算 与 边界 紧邻 网 格 的 讨 力 计 , 型 用 
到 人 边界 外 的 压力 。 为 此 ,必须 在 这 界外 面 设 虚 山 格 , 按 边界 条 件 给 
出 其 中 的 压力 ， 如果 改 变 失 代 格 式 , 是 可 以 不 必 增 设 虎 岗 格 的 . 

假定 在 方程 (3.4.8) PRE Од ERU P HUE. (v 十 1) 次 选 
代 , 它 周转 四 个 网 格 的 ВВ Chit S 


(3.4.10) 
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MA aa HE а ела" 


ёр = РИТ” РР, 


ы жад ДИТ 一 о (3.4.11) 
РЇ = дұ + Ay 7 
А.Н) (3.4.3), (3.4.4) 的 选 代 格 式 为 
и = йы — 2 Qa — PED, (3.4.12) 
Ar 
~ A А v 
Fa = Phu — Z Ga — РИ. (3.4.13) 


КЖ, № (3.4.8) 可 得 4 


api = ар 2м ( 


1 

ссу + (уу): 
HEPAT eE [0,1], Уу С НТ, REEERE У 
(3.4.5), 每 个 出格 的 2 — 0, МИ, ВАЛЕНКИ Qk Е nf 
EAR [DERI = s 对 每 个 网 格 都 成 立 烛 判定 . 

在 标志 网 格 中 迁 民 计算 是 在 充满 流体 的 F 网 烙 上 进行 的 。 表 
面 网 格 的 压 方 和 速度 根据 边界 条 件 来 确定 , 布 不 必 人 参加 迭代 。 因 
布 选 代 格 式 (3.4.11) 一 (3.4.14) 就 不 须 双 给 出 边界 让 的 于 力 ， 


4.3 ШК 


Е БЖ ЗНАМЯ Е. ЖЕНЯ 
APIA , RPA RE RI fE н. 

ER RRD PERRERA NE, RA 
法 也 是 适用 的 , 这 里 就 不 再 重复 了 。 现 在 只 对 自由 面 的 情形 进行 
Hie. 

1° 在 表面 网 烙 Spe 中 压力 必须 满足 自由 面 法 向 应 力 条 件 ”， 
如 采 表 面 网 客 有 多 于 一 个 空 现 格 相 邻 、 置 pi 一 0。 如 果 表 面 网 
烙 只 有 一 个 空 网 格 相 邻 , 则 分 汶 以 下 二 种 情况 : 

a) 如 果 空 网 烙 位 于 它 的 左边 或 右边 ,那么 


(3.4.14) 


1) Лавлау, Лири 5€ fr 082) CB # Ж), 
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фк” A (муляж 一 uj 1a). (3.4.15) 


b) 如 果 空 网 格 位 于 它 的 上 边 或 下 边 ,那么 
Py 77 = CT — 04-1). (3.4.15) 


ВНР, 上 述 二 种 情形 的 Р 还 可 以 加 一 个 给 定 的 所 请 
应 用 (Applied) 压力 (BL Amsden 和 Harlow (1970)), ВАД 
Té, tE ET UI Fe for RR CETT PRU, 
2° 表面 网 格 和 空 网 格 相 控 的 边界 的 速度 应 该 由 不 可 压条 人 性 
天 И 7 0-4 o, 
Ах Ау 
来 确定 的 。 ОИ Н Н — TERRA, 则 用 上 式 来 计算 
©. МЕНА НА, Даз АА БОЗ ДЕ РЯ AE 
速度 . 
3? 从 差分 方程 (3.4.6) 和 (3.4.7) 知道 ,计算 表面 两 格 之 间 
这 界 的 速度 时 ， 要 用 到 表面 网 格外 的 空 两 格 边 界 上 的 连 度 《 见 图 
3.4.2)* 它 必须 满足 自由 面 切 向 应 力 条 伺 
Hiriy 和 
— + — =0, (34.17) 
按照 这 个 公式 可 以 由 图 3.4.2 中 带 “ 加 "处 的 值 计 算出 ”处 的 值 . 


Dj, = 


图 3.4.2 表面 网 格 之 已 边界 的 速度 关系 


4.4 标志 质点 运动 


MAC 方法 在 访 体 占据 的 区 域内 安放 了 一 组 无 质量 的 标志 点 . 
标志 点 是 随访 估 运 动 的 ， 标志 点 的 速度 用 类 似 PIC 方法 中 定 质 
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RRIJA. RH ERRERA АЛЬ Е А SE УТ ЁК ШЕ Fa НЫШ 
БА БАО УСТ АДО. ТЕЛА, 标志 点 不 参与 力 
学 量 的 计算 过 程 , 它 只 表明 自由 面 的 位 置 和 流体 运动 的 历史 ,在 多 
种 介质 的 癌 题 中 , 它 参 与 力学 量 的 计算 ,同时 还 给 出 不 同 介质 界面 
的 位 置 ， 


445 二 种 物质 的 计算 


标志 网 格 法 还 可 以 应 用 于 二 种 物质 问题 的 计算 。 为 此 , Жей 
BEHE (3.4.1) KER (Welsh 等 (1966) 
бош. + а - dipa + plu - V)u 
= — УР 2(VuV)u + Vitpvru) + ря, (3.4.18) 
这 里 密度 和 粘性 系数 上 Es TW IR Ж RUE, Р Sl ZE МАЕ Е Ж 
MEENT. 
在 多 神 介 质问 题 的 计算 中 ， 久 难 还 是 在 于 淮 合 网 格 中 一 些 力 
学 里 的 计算 , 现在 主要 是 密度 p 和 粘性 系数 上 的 算法 。 由 于 在 计 
算 过 程 中 任何 时 候 吉 能够 数 出 每 个 温 合 网 格 中 每 种 畅 质 的 标志 点 
数 , 如 果 On. 是 混合 网 格 , 含 有 两 种 不 同 的 物质 1 和 2, 设 nja ЖП 
m; 分 别 是 Di 中 这 两 种 物质 的 标志 点 数 , 而 Pis 内 和 ur, ра 分 
别 是 这 两 种 物质 的 密度 和 粘性 系数 ,那么 0,4, 中 的 密度 和 粘性 系 
A aT ELE 2⁄2 
nj pi) + mia (Ра 
пр d ть > 
"кб TL mia р) (3.4.19) 
Rik т 


Pik c 


Hk 7 
整个 计算 过 程 如 下 : 
首先 ,将 过 近 (3.4.18) 的 差分 方程 写成 
nl = Bieb A nl ml 
“a == e. + Pt Ах (pr — Pis), 
* rr 
(3.4.20) 
* 1390. 


A! 
eM OT тру ерду (P [SU Ан), (3420 


其 中 
_ (юн!) — бон") 
tipa = Сон) t A AL 
(оше) +11 — (оне), 4+4 
м 
О 一 азі) — ICON — Hiha) 
(Ах)? 


pda. 7 Uia + ТЕРК 77 5: 


+ Pj+i, kr 


ME ISI AY Ах 
Ay 
LIES ЗИ" — LIES AM у, E ULk-E 
Ау + Ax ) 


Ay 


_ (3.4.22) 
DHAt = Сое) д + 
(out) 4$ — (опо) ъъ 

Ах 


(рь?) а — (pv), 
Ау + ва, 


+ м 


Brasa rias? u Pig) un Bia via ek m ZEIT Y 
СФ к 
Ay! 
фк 77 рад ТЕСТЕ 一 tt 
Ау + Ах 


вік} TII 


x 
j-i — wj-ka Phet T рай 
— ња ( Ay + Ar ) 
Ах ° 


(3.4.23) 
ТЕ (3.4.22) Яп (3.4.23) 中 出 现 现 格 边界 上 的 审 度 和 粘性 系数 ， 可 


*13I = 


„ы 


REHAR Г НОВ ЖЕ. ЕТ, I BE ARAB, 

例如 

Pit ct АГЫЛ. Uja-k E vina-i 

cow Meam 7.3 77» 
Pi- + Piuaa-k-7 0, 

Pj Y Pad fik-k + Pisa 


— +k 2 ; 


ut 


(онр), ku == 


кф Риф < 0, 
等 等 ， 
将 (3.4.19) 71 (3.4.20) 代 人 不 可 压缩 性 条 件 (3.4.5) 中 ,得 到 
A: | PPK — Pia Priya — РА 


PUN ndi a*i 
Ax Р, к Pj T 


-æ — 


FS (2. Ре, РР — РУ ) 


Ay! pi оф 


1 (м at) 
== n+l — K+ = 
Ах ра Pah 


1 (kk ба 
Ay ia — aa) 
HE (3.4.24) 是 变 系 数 的 Poisson 型 差分 方程 。 LE XR RE ES HR 
Poisson 方程 的 迁 代 方式 在 这 里 同样 可 以 使 用 ,但 必须 对 kE ++ yk 
会 :详细 过 程 叙述 如 下 : 

Hori 时 启 的 计算 结果 按 公 式 (3.4.22) $10 (3.4.23) 计算 
Haka TH бя, 它们 三 选 代 过 程 中 是 不 变 的 . 再 用 := r BJP 
刻 的 密度 场 和 压力 场 作为 选 代 初 始 值 ， 

1° ARDEA PAR E CUR OSEE] UR в nj Hu K 
— 15) BE (3.4.24) HU TE М. 

2? 用 1°* 算 出 的 压力 场 按 公 式 (3.4.20) 和 (3.4.21) 计 算 速 度 分 
H Hitl, A1 TE 表示 ， 

3° 用 刚 算 出 的 jux. 和 B74+ 音 计 算 标志 点 应 该 运动 到 什么 
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(3.4.24) 


{за Б. Ж ВЕ т IE ЛАН y i Fk (3.4.190 计算 每 个 混合 
БИРЕП ора 和 ú... 

4? 重复 1 一 3””, 址 至 对 每 个 网 格 的 Bi 和 和 mi, 都 变化 不 大 
为 目 , 并 将 这 样 的 Aio дрк 作为 eB. sj. 

5” 肯 用 迭代 方法 比较 精确 地 ( 按 精 确 户 的 要 求 取 较 小 的 6) 求 
解 方 视 (3.4.24) 得 到 好人， 计算 新 的 过头 и 利 ль, ДЕ 
确定 标志 点 在 上 一 и 时 刻 的 位 置 ， 


46 稳定 性 


差分 格式 《3.4.3) 一 (3.4.7) HEHE Е ПЕН Hirt (1968) 
忆 示 和 贬 分 析 得 到 ， 对 应 的 微分 近似 是 
ди | ди Оне | OP (о A: би 
Br ^ Or ду ' Ox c 2 
_ A: „‚_ (Ауу 8v Y дш 
{в 2 ú 4 духу Oy! 


8= 


+ ES (3.4.25) 


- (и 2t A ан) ә» 


2 4 Ox/ Эх 
Ax: Gu 
+ ( 一 一 一 2 F Ey. 3.4.26 
p 2 8 y Ху ( ) 


为 使 差分 格式 稳定 ,要 求 (3.4.25) ЯП (3.4.26) 的 扩散 系数 是 正 的 ， 
也 就 是 


A: A: „ы. (Ау) дг 


pom uw 2 0, и t 1 ду ^ ， "M 
AC — Ât p (AY ди n 
g 2779 = 2“ 4 дх °. 
ПНА (Ах) # (Ay): 项 的 影响 ,得 到 稳定 性 条 件 为 
Arx Lh (3.4.28) 


ud da 
1) 这 时 在 РЯ НЕ НЫНЕ ЕКА ИНК. 
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чый лай ранге = + 


47 标志 网 烙 法 发 展 概 况 


标志 网 格 法 不 仅 能 计算 区 域 有 限 的 访 动 ， 还 能 解决 许多 复 桨 
的 具有 自由 面 流动 的 问题。 Harlow 和 Amsden (197123) 992535 
出 了 用 MAC 方法 计算 一 滴水 落 到 浅水 并 中 诚 起 的 水 花 、 打 开水 
[ШЇ а 5 38 3p А.Ф ЕЖЕ (ОИ 3.4.3) ,水坝 倒塌 后 水 流 冲 所 下 潜 障 
RE. КЕННИ LERAAR ЗЕ ЖЕ О, 
Daly (1967) 还 用 来 计算 Taylor 不 稳定 性 , 另外 , 标志 网 格 法 能 
把 州 体 洲 动 的 历史 过 程 用 动画 片 给 出 ， 这 为 分 析 和 和 了解 非 定常 访 
АЛЯ ЗАЧЕТЕ ГАНЧ, ВАУ. 

E] Harlow 和 Welsh (1965b) 提出 标志 网 格 法 后 ,于 六 十 年 
КЕННЕТ НН, ЯН 
处 理 方 面 许多 作者 担 出 了 改进 和 推广 。 不 仅 使 方法 得 到 简化 , 精 
确 度 提高 ,而 县 记 使 其 应 用 范 轴 更 加 广泛 了 Harlow 和 Hirt 
《1972) 对 许多 工作 作 了 评介 . 


长 4.8. 高 3.0. £ = — 1.0, и = 0.01, &х дү = Ü0.1> u,1 
(Welsh, Harlow, Shannon 和 Daly (196622 
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为 计算 不可 压缩 流体 的 非 定 常 流 发 展 了 许多 数值 方法 ， 例 如 
Harlow 和 Welsh (1965b), Fromm, Harlow (1963) 和 Hirt 和 
Shannon (1967) 的 工作 . 得 是 这 些 方法 的 一 个 限制 是 不 适用 于 计 
ЯЛЕ Reynold 数 的 问题 。 为 克服 这 个 限制 ，Chorn (1968》 对 动 
量 方程 提 了 岂 了 修正 的 交替 方向 莹 分 格式 ,Pracht (1970) 的 MAC- 
RL 方法 对 扩散 项 和 压力 实 度 项 采用 了 联 式 从 代 公 式 ，Deville 
(1974) 试验 了 四 种 解 动量 方程 的 隐 式 差分 方法 . 

原先 的 MAC Ж ДЕНИ ЖК БЕКЕНЕ БЕ ЛЕ АЕРГЕ КЕ ]- TE 77 
#7278. Amsden 和 Harlow (1970) 提出 的 SMAC 方法 由 梨 证 
E LEDDA RAR RENAE TX hA, Easton (1972) 也 讨 
EETEHI FRM ЖЕЕ. Butler (1974) H А 9 Ж 
H9 ESI ROSEERHE И 08558 09555 [523 EE , КЖ Hirt 和 Cook (1972) 
推广 到 三 维 空 间 知 题 的 计算 ， 

№ МАС ПН ЕН, 自由 面 运动 
的 计算 不 是 很 精确 的 .为 提高 计算 精度 ，Chan 和 Street (1970), 
Nichols (1970), Nichols fi! Hirt (1971) 提出 与 肉 部 质点 分 开 ， 
在 目 由 而 上 引进 专门 的 标志 点 ， 随 时 追踪 它们 ， 并 在 自由 机 上 
《不 是 在 表面 网 格 中 心 ) 使 用 应 力 条 件 、 Vander, Vorst fü Rogers 
(1976) 提出 只 在 自由 列 附 近 有 标志 质点 的 МАС 修改 方案 ， 

在 实际 问题 中 , 固 壁 的 形状 并 不 部 是 平行 于 胃 的 ,而 经 常 是 以 
任意 的 形状 出 现 的 ，Vieeelij (1969, 1971) 的 工作 出 色 地 处 理 了 
Ў E ЖИ RT Е 89 Jes] HS 

Daly (1969, b) 提出 了 表面 张力 对 非 定 常 多 流体 或 自由 面 
流 计 算 贡 献 的 计算 技术 ， 戌 功 地 用 来 研究 表面 张力 对 线性 各 非 线 
性 Rayleigh-Taylor 不 稳定 性 的 影响 ， 
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第 四 章 Lagrange 方法 
si Æ Ж 


在 第 一 章 已 经 讲 到 ， 流体 动力 学 方程 组 可 以 用 两 种 形式 一 一 
Euler 形式 和 Lagrange 形式 一 一 来 表达 。 两 种 形式 都 是 用 来 描述 
同一 个 物理 过 程 ; 所 以 它们 在 实质 上 是 等 价 的 ,但 是 在 数 忆 计算 上 
MANERAZ., 由 于 Lagrange 举 标 系 是 建立 在 流体 质 团 上 ， 
跟随 质 团 运动 的 ，Lagrange 时 间 导 数 4/40 А] Euler 了 时间 导数 
8/0: 之 间 有 关系 式 dj de = 0/0: + (и - grad), AH Lagrange 
时 间 导 数 表 达 的 方程 〈1.1.35) — (1.1.37) 中 不 出 现 输 运 项 
(m - grad)， 方 程 变 为 较 简单 的 形式 。 

Lagrange 方法 在 一 维 非 定常 可 压 纠 流体 力学 计算 中 是 点 有 
БЕЗ. 自从 von Neumaan 和 Richtmyer (1950) 引进 大 为 粘性 
项 处 理 冲 击 波 之 后 ， 这 种 方法 成 为 一 维 计算 中 使 用 最 广泛 的 一 种 
方法 。 Lagrange 方法 有 许多 优点 ， 例 如 计算 公式 简单 ,物质 界面 
和 月 电 曾 可 以 比较 精细 地 描述 ， 初 始 两 裕 可 雇 根 据 不 同 物 质 区 的 
精度 要 求 有 来 划分 ,冲击波 的 计算 也 比较 精确 等 。 Lagrange 方法 在 
一 维 计 算 中 显现 出 来 的 优越 狂 使 得 人 们 很 自然 地 设想 把 它 直接 推 
广 到 二 维 计 算 中 去 。 Kolsky(1955) 首先 进行 了 这 样 的 尝试 ,他 提 
出 的 第 一 个 二 维 流 体力 学 方程 的 计算 格式 就 是 Lagrange 格式 。 
以 后 又 相继 出 现 了 多 种 Lagrange 格式 ， 这 可 参见 Goed (1960), 
Amurud #1 Orr( 参看 W. Herrmann(1964))、Wilkins(1964),Schulz 
(1964), С. Maenchen ЯП S. Sack(1964), Browne 和 Wallick( 1971) 
等 人 的 文章 ， 随 着 大 型 高 速 电子 计算 机 的 发 展 ， 在 国外 出 现 了 一 
系列 常用 的 计算 程序 , 例如 MAGEE, МАТ, TOODY, HEMP, 
TENSOR, LASNEX 等 ， 这 些 格式 和 程序 不 仅 可 用 来 计算 流体 力 
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力学 问题 的 数值 计算 中 都 有 广泛 的 应 用 并 取得 了 相当 的 成 功 . 但 
Ek, Lagrange 方法 在 二 维 计 算 中 也 有 其 局 限 性 ， 由 于 在 二 维 ( 三 
27КА) REEDER, КНУ ЕЕ Lagrange 网 
R TUSCE ,甚至 使 得 相 邻 钢 格 筱 此 相交 和 重合 ,使 计算 过 程 无 蔡 
HITTE. МИ, 如果 不 进行 特 萄 处 理 ，Lagrange 方法 只 能 用 寺 
EI UE БЫ АРЕ. 

为 了 使 Lagrange 方法 既 保 竺 其 优点 又 克服 其 缺点 ,曾经 提出 
了 各 种 办 法 。 Grandey(1961) 提 出 用 三 角形 网 格 代替 四 按 形 网 格 . 
ББК ЛЫН ЗЕ, Wilkins (1964), (1969), Ж Browne, Wallick 
(1971) ЗН Л ЖЖ ЕН Е UHR IE, Crowley (1970) 
ШЕ Т $5392 БӨЕК P ВЕНУ ШЕ 邻 域 方法 ， 这 些 办 法 都 在 不 同 
程度 上 推迟 或 防 卡 了 网 格 相交 现象 移出 现 . 但 是 ， 这 些 办 法 所 附 
加 给 网 格 的 "粘性 "或 “ 辜 度 ”可 能 改变 流 场 的 性 质 。 另 一 各 有效 的 
办 法 是 Browne(1966) 提出 的 重 分 网 格 方法 .由 于 重 分 网 格 使 得 
相 邻 网 格 之 间 产 生物 质 输 运 ， 固 此 这 样 的 方法 实际 上 已 不 再 是 纯 
FEBS Lagrange JET. 

二 维 Lagrange 方法 可 以 选取 不 同 几 何 形状 的 差分 网 格 ， 例 
如 三 角形 ,四边 形 、 或 者 多 边 形 , 用 得 最 多 的 是 四 边 形 , 妆 此 这 里 着 
重 介 绍 四 边 形 现 格 的 方法 . 

假定 用 两 族 曲 线 一 一 全 线 和 (k) 线 一 一 把 流 场 的 计算 区 域 
过 分 为 才干 四 边 形 网 格 ， 两 族 曲 线 的 交点 К/П КИ. 如 果 用 
直线 把 这 些 角 点 连结 起 来 :用 直线 四 边 形 代替 曲线 西边 形 ，{ji} & 
和 (&) 线 变 或 了 网 族 折 线 , 称 为 网 格 线 , 这 样 的 直线 四 边 形 称 为 网 
格 .那么 :整个 计算 区 域 被 若干 四 地形 组 成 的 网 格 所 覆盖 。 人 定 每 
个 网 格 O; 14-1 在 计算 过 程 中 始终 代表 一 个 流体 质 团 , 该 质 团 的 
质量 、 警 度 . 庄 力 和 比 内 能 (到 单位 质量 的 内 能 ?分 别 用 Ма. 
Pl -4a-d1 Pic paci T eicia AR. МНН IK SR ЕН НОР НН 
坐标 确定 .为 了 计算 角 点 的 坐标 ， 必 须 计 算 角 点 的 运动 速度 ， 角 
BA Ria 的 速度 u, 一 (5,4, bla) 通常 取 届 置 四 个 网 格 的 一 部 分 
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Ж ЖЫ н ВЧЕН] САКИ. РЖ 


图 4.1.1 


详 见 $2。， 为 了 简化 记号 ， 在 这 一 章 里 我 们 对 每 仿 角 点 Ri М 
的 四 个 网 格 和 邻近 的 八 个 前 点 依次 编号 ,如 图 4.1.1 所 示 , АЕ 
码 为 0、1、2、…、8; Ж S 8229 1, IL, IIT, IV, 
在 Legrange 方法 中 ,质量 守重 方程 简单 地 表达 为 每 个 网 格 的 
质量 在 运动 过 程 中 始终 保持 不 变 ， 即 
Mpt МО. (4.1.1) 
В 工 的 面积 da 可 以 分 解 为 两 个 三 角形 a о НИ ALI A, 
A, BD 
4, = A.P А, (4.1.2) 


其 中 A, = 二 [z Сло r+) + x,(r, — n) + Gn — n], 
dy = E ЕДЕ — rs) + x (rs — fi) + z; (r, 一 ral. 


对 应 于 网 格 工 的 体积 取 作 
И, 一 = Elro H ri + r.) A, + (r, + z, + r5) 4&1 
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+ (1 — »)41, (4.1.3) 
其 中 > = 0 对 应 于 Descartes АДЗ, v 一 1 对 应 于 柱 面 坐标 
系 。 在 柱 耐 坐标 系 中 , V, 表示 四 边 形 1 围绕 * hie SR rak A 
所 把 过 的 体积 。 对 于 轴 对 称 模 型 ， 网 客 i #50 x 轴 诈 转 一 周 的 体积 
是 2=V,, 由 于 对 称 性 ， 只 需要 计算 单位 弧度 角 内 流 场 的 运动 情况 
就 可 以 插 述 整个 模型 的 运动 . ВЕ, М. 也 表示 网 格 工 在 旋转 单 
位 弧度 角 体 积 内 的 质量 . 于 是 密度 为 р: = M / Vi, 

内 能 方程 (1.1.37) 的 差分 近似 为 


9 10+ РО(- 2—25), л 


prt! РЧ 


Ap P =p 十 9, 9 是 人 为 粘性 ,压力 ?用 状态 方程 

PIU == p(o pejt) (4.1.5) 
计算 。 (4.1.4) 是 二 阶 精确 度 的 差分 近似 . 如 果 状 态 方程 (4.1.5) 
甘于 e 是 线性 的 ,那么 将 (4.1.5) 代 入 (4.1.4) 便 得 到 一 个 显 式 格式 ， 
否则 是 陷 式 格式 ， 如 果 用 声 代替 PIU, В ИЕ, 
格式 。 一 个 提高 糖 确 度 的 办 法 是 采用 下 列 二 步 格式 : 


n n 1 1 1 
ett m ef -1r ( ~ 1), 


НЕ 


pi 


H 
zi п п + 1 1 
' ' prt p 


(4.1.6) 


3 


其 中 prti = p(or^t, ertt), 

当 我 们 用 Lagrange УИ Ж, АНН 
НР Б] ЖЕ ЕЕ ТА. ВЕНЫ ТН 
运动 . АОН — Ж СРЕ # Жыш ЕЗЕТ T — 
个 网 格 或 混合 网 格 的 情况 )， 网 格 的 密度 .压力 和 比 内 能 在 某 一 时 
刻 的 值 是 单 值 确 定 的 。 

下 面 将 分 别 介 绍 Lagrange УБЛ ЖЕ 
BA HARER ADAE. 物质 界面 的 谓 称 处 理 和 重 分 网 格 输 运 
的 公式 ,在 57、5 8 还 将 介绍 Lagrange 方法 在 计算 弹 塑 性 问题 中 
的 应 用 ， 
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TT i pe spi 
РЕ МРОТ 


$2 动量 方程 的 差分 近似 


Lagrange 方法 有 很 多 种 差分 格式 , 这 些 差 分 格式 的 区 别 主 要 
是 在 动量 方程 的 差分 近 羽 有 所 不 同 ， 币 能 量 方 程 的 差分 近似 基本 
相同 。 在 这 一 节 里 介绍 几 种 典型 的 动量 方程 的 差分 近 羽 ， 

设 在 (xw, r) 平面 上 某 个 网 烙 角 点 3 ОЗЬ КО) Xs = (ж, ra), 
速度 为 四 = (mo, to。 在 U 时 刻 的 坐标 м 用 下 式 计 算 

xti == x + аА, (4.2.1) 

MECA, Lagrange 7; EPI (E JE PE] БК ДЕ ERE DE A 
ARMER ДЕ зА 5, ТЕЛ Уи, A 
В УЫ ЖЕРИҢ RISE A ER GN АЕ ER Yr de BR ORC tk CIE БАУ, 1х Ж, 
同 建 立 在 固定 网 烙 上 的 Euler 方法 有 很 大 差别 .因此 ,在 每 一 个 时 
HPE Az 内 都 村 计算 网 格 角 点 的 位 置 。 用 (4.2.1) 式 得 出 网 格 角 
点 的 位 置 之 后 ,将 第 点 依次 序 用 直线 连结 起 来 ,就 构成 了 两 格 的 所 
界 : 从 而 确定 网 格 的 体积 ,然后 才能 计算 两 格 所 代表 的 度 体 质 团 的 
WEF o. 压力 Р. 比 内 能 。 ЗЕЕ. 


在 (4.2.0) 式 中 用 到 的 网 格 角 点 的 速度 到 ?是 用 加 速度 (2 
来 计算 的 , ИЖ 5 
lu Quá ди я ; 
п. Та + (= L^ А {4.2.2} 


vH Ae A оля (2% | eta OE RO. 1.36 的 差分 


АНЖУ, Ei TA REENE Tk 188 5) , Ва ZE, Sh PF FE g yr Эй 2 
Judo. —Ж eS Bg REED EE EROS AR DAA E 
质证 边 界 的 过 路 积分 .通路 积分 方法 有 了 丙种 :一 种 是 在 三 维 坐 标 空 
Я, c, 9) 中 ， 将 质 落 体积 上 的 积分 化 为 没 质 团 表 面积 的 角 路 积 
分 , 称 为 面 衣 路 积分 ;对 于 二 维 问 题 ， 还 有 田 一 种 方法 是 在 二 维 涂 
标 平面 (zz7) 中 游 碟 ,将 硕 国 所 熙 据 的 平面 只 茂 上 上 的 面积 积分 化 为 
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# C 535 ААРА $4 5У К ВИА 95:57. ВЕ, 8 — 34975 
法 是 将 Euler 尝 标 系 下 的 动量 方程 经 过 党 标 变换 化 为 Lagrange 
坐标 系 (a,5) 下 的 动量 方程 ， 然后 在 Lagrange АА ЕВ 
近 忆 。 以 下 分 别 介绍 这 几 种 差分 方法 。 


21 PERS 


ТЕ (е, PE [BiU ‚ЛЕ ЕПН A 0 BJ 3t l BDBIPE 20, р А 
Жу Q. 在 (x,r, 昌 学 标 空 间 中 ,由 于 轴 对 称 性 , КЖ Q 2 x Е 
转 一 司 构 成 空间 区 域 Z, 其 边界 为 дер. 在 c? Е, Lagrange ZJ 
时 方程 的 积分 形式 为 

du 


| p — dV. = — ф Pnds, (4.2.3) 
2 dt az 


其 中 п 是 面 元 ds 的 单位 外 法 向 量 。 假定 多 内 物质 的 平均 加 速 

goo Su 由 于 | рат 一 M 是 多 中 的 质量 ,十 是 , 根据 中 值 定理 ， 
gm 

方程 (4.2.3) 变 为 


(4.2.4) 


Bo 4.2.1 
MEF EOS (4.2.4) АЛАА 9355108, YE( Lr )SETE GI, fü 
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T. OD PPP ALI. е — ÀsÓÀ— mamaru €t G R ee me 4. са. 2. als лы 


о ЖЗ Р-Р НИ 4.2.1 上 的 碟 线 所 围 成 的 区 域 作 为 
BINE 人 9,， 那么 ,现在 就 来 计算 在 (xz ,r+, 9) 坐标 系 中 09 的 旋转 面 


КЕНЕЕН 中 Pads. ERRED 中 ,各 标量 物理 量 ( 例 如 o, 


p 等) 不 随 8 改变 ;而 向 量 物理 量 ( 例 如 力 Fa к) 9 PEE HI, 
因此 ,在 计算 通路 积分 时 , 先 考 虑 沿 Ө 方向 旋转 一 个 小 角度 和 市 形 
БЕ НЧ ЖЛЕ {Ж P, 表面 ID, 的 受 力 请 况 ( 见 图 422)， 设 09 ÆR 
格 1 中 的 部 分 为 L', ALD L Ма, m I -L L' 的 终点 ， 
Г’ 旋转 角度 PERIA г. FIT 


BH 4.2.2 


! e 
$ nds = | nas + nds — | na — | nd: 
ud ' £N TOS ° + 
=@, 
其 中 | 和 | 分别 表示 沿 现 格 边 07 和 7 十 1,0 WEAR 9 而 形 
RURE РОЯ 37, ги 和 sa ERER GAM., lú :一 ”十 
fu + 5g, 于 是 有 


I 0 
| pd: = j nds + | nds = |та, + | nds, 
+ + I 十 上 局 Ü 二 十 上 
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因此 ,面积 分 | п 只 与 点 1 和 4 十 1 在 网 格 边 上 的 位 置 有 关 ， 
同 路 线 L' ЕК. 
由 于 
| nds e E (ro + Y ао) 


+ eL (го + ri)(rs — ri) 


p 
|, nds = dr Er + мв) а 一 xo) 


+ e Gro F rin) (rin — ro), 


其 中 e, 和 ;分 别 为 8 = 0 平面 内 r Ж x 方向 的 单位 向 量 ,于 是 可 
得 


oc. 


— Pig (j nds) 


=e, z [PH — Pr 4G — xi) rs + rt) 


+ (ti — Руа) (хы — Хо) Ра + 5] 


. А | 
Ры = 一 ф Pnds = (rrt | nds + PAS, nds) 
0 inu 


+ e (РР — P.) (ть а) + +1) 


l 
VUE — Pa) — nans + na). 


(4.2.5) 
其 中 PIU РО Bib 0130 127 1,0. КЕМ, Pra 
EE L WED, 


由 于 | Pras 是 动量 通 量 ， 如 果 娶 求 网 相 邻 质 团 的 动量 交换 守 
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——— — ———F - s ms 


Mus] s 1 


fH. АН 
| Pi*ind: == -| PI^ ndi, 
ü i 
根据 压力 连续 条 件 , МНО ODER 
pitt — pr p, 
网 格 边 上 的 压力 P, Э[ҢУ 25 BS TE 36368 Е JJ ER] E; 
P, — - (Pig + Р). 


ЗЛЕ 76 AE RR A ТШТ BLA ЗИ ЖЕ ЛЕЛЕ}, (4.2.4) 48 
的 质量 M 如 何 确 定 . 


如 前 所 述 , 网 格 /十 T 中 于 力 对 角 点 0 的 作用 力 Fia, RE 
网 格 边 上 ! 和 2 十 1 点 的 位 置 有 关 , 同 路 线 上 ' 无 关 ， 但 是 ， 网 格 
1 + АЖ 0 相 联 系 的 那 一 部 分 网 格 质量 Му, 却 同 路 线 27 
有 关 、 角 点 0 周围 四 个 两 格 的 路 线 L 选 定 以 后 , 同 角 点 0 相 联系 


di FAT 


E 4.2.3 
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的 新 网 格 就 确定 了 ， 路 线 L' ЖУМ ЕРТЕ, ДОРЕ ОШ ДЕ 
REAA 0 落 在 新 闻 格 的 质量 中 心 ; 同 时 把 作用 力 Fis 各 质量 
Mr 适当 地 组 合 起 来 ,以 计算 点 0 的 加 速度 . 

EAD Fa. 和 质量 Mi 的 组 合 有 各 种 各 样 的 形式 , 常用 的 
ВЕРЕ. 

a. IGT (Integral. Gradient Total) 格式 

如 图 4.2,34) 所 示 , 这 是 最 直接 的 组 合 形 式 。IGT 格式 为 


ди) 一 (> Ез) /( 21 м) (4.2.6) 
其 中 质量 Mo BERGER: 在 初始 时 刻 (4 一 0), Мо НМУ 
WEHA, Г’ АЖЕН TA Аа PT ЖЕ ЙЯ МЫЛ КАНЕ СОР 4.2.4 
BUR), Mia WE L 与 网 阁 边 所 围 成 的 四 边 形 子 网 格 的 质量 。 


由 (4.2.5) 式 可 得 
> Рен = e, > $1 Pig — Ри) (ло — x) + 7] 


4 
+ er > РЕ Рид) n n. (429) 
i=l 
b. IGA (Integral Gradient-Average) f& xë 
如 图 4.2.3b) Boo, СА 格式 为 


(22) _ 1 » (Fa: |. (4.2.8) 


一 一 一 一 n = — 
de 2 4 fi Mii Ni 


IGA RREK ЛЕА РЕАЛИ, НХ 0 邻近 四 个 
Td ВАЛЕ РЕ ДЖ ЛУ КЕҢЕ КЫ. КААК ДЕР ЗЕЕ, їп 
ЖЕ Е ЛУНЫ ЯНЫ УРА, ЖИ ЖЛЕ RL th 38 22k ЕУ EE 
(Лир). ш IGT 格式 却 不 能 保持 对 称 性 ， 

c. FG(Force Gradient) A 

Xu Е И 4.2.3.c) 所 示 的 过 路 作 面 积分 ， 就 得 到 FG 格式 ， 
FG 格式 的 基体 公式 为 

(49) _ 15 ( Fi + Fi ) (4.2.9) 
dt о 4 1231 Mi, + Мну 
其 中 质量 M 取 为 相 度 网 格 质量 的 四 分 之 一 . 

MAGEE НРАВ Я 4.2.3? 可 以 腹 成 是 FG 格式 的 
简化 形式 。 FG 和 格式 在 计算 球 对 称 问 题 时 ， 如 果 径 向 网 格 线 是 一 
族 按 角度 等 分 的 射线 ， 那 么 弧 向 网 烙 线 在 计算 过 程 中 将 始终 严格 
ЗЕЕ. 

d. WAT 格式 

如 果 按 照 图 4.2.34) ВТА ВЕ РЕТШ ЖИ ВЗ WAT 格式 。 
Е (х, r)3ET Е, WAT KARRIER RE ЛЕНЕ 
格 边 的 三 分 之 二 长 度 上 ， 这 个 格式 的 缺点 也 是 不 具有 СА 格式 
和 FG 格式 那 祥 的 球 对 称 性 ， 


2.2 线 通 路 积分 


AEG r)EmBI E— T XI о, 其 边界 为 88， 对 任意 连续 可 
WAR 1 Н Green 公式 


NT jag 一 фта . (4.2.10) 

其 中 п ДИ OO 上 的 线 元 dl 的 单位 外 法 向 量 ( 见 图 4.2.5). 
用 Vf 表示 end 在 区 域 @ 中 的 平均 和 值 ， 于 是 有 

所 一 - f fna. (4.2.11) 


它 的 两 个 分 量 为 
6146 * 


= 


4.2.5 
ЕЙ L 中 А 
ar 7 4 d, М", 


2. - -1$ м, 
其 中 4 是 区 域 口 的 面积 。 ARE (4.2.12) 式 称 为 偏 导 数 的 线 通 路 
积分 公式 . 
in RAPPEL O ЭБ fü 1, 2, 3, 4 韦 线 所 围 成 的 四 边 形 区 域 
{ 见 图 4.2.6a))。 用 网 格 1 的 压力 P' 作 为 这 41 上 的 压力 , 两 格 也 


{4.2.12) 


图 4.2.6 


的 压力 Pn 作为 边 12 上 的 压力 ， 等 等 。 于 是 可 得 到 动量 方程 
(1.1. 36) 的 下 列 差分 格式 
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hE РР т О TL ITT TT e в M6 аара 


и иф 


A k — 7 TEP — [Pt (zr — r+) + Pha — rt) 
+ т — r$) + PA (r? — 022], (4.2.13) 
etii РТ (zt — 22) + РИ} — zt) 
Ar IG ; бат 13 6+; ei 


T Pinte? — x1) + Pi (xi 一 x3)], 
Жр (Ар) 近似 为 


т 1 т я n "n n # m 
(40); = 4 (А et Anen + A mpn + Aven). (4.2.14) 


ХУА K GEH Wilkins(1964)25 0), 238 HEMP 和 TOODY 程 
序 的 基本 格式 ， 这 个 格式 的 优点 是 计算 公式 简单 ， 而 且 在 用 它 计 
算 一 维 球 对 称 模型 时 ,如 果 一 族 网 焙 线 是 按 角 度 等 分 的 射线 时 ,其 
计算 结果 仍然 能 严格 地 保持 对 称 性 ?。 Wilkins ”格式 是 二 维 La- 
grange 方法 中 的 一 种 常用 的 差分 格式 ，Lascauxt1973) 曾 经 用 有 限 
元 方法 的 思想 导出 了 这 个 稿 式 . 

如 果 把 区 域 全 取 为 图 4.2.6b) ШРИ ТП ШТУ 所 国 成 的 
区 域 , 此 处 的 点 IvIVIIVIV 分 别 为 网 格 [IIJIIIV 的 中 心 , 并 且 
设 Pin = (Pi + P4)/2?25, 这 样 就 得 到 Kolsky (1955) 的 着 分 格 


式 人 2 
uzti — ци yo 
x nor КРИ РСТ Ir ri) 
+ (Ph + PS) (rin — rà) + CS + Рт) С 一 ri) 
+ (РІ + ku — ri) (4.2.15) 
ptt — gnt u 
— о PPS: x [ (Pñ + РЁ) (хр х7) 


+ (Р + Рп) (х? = хп) + (Piy — PT) (ху = xñ) 
+ (РР + Рту) (жр ру) |, 
Жн (Ар) ВАЛЧИ Ж 
И-М DE AE ZUR, 
2) Kolsky FAPA i E ЖИИ WISE EIS 而 是 用 Taylor SERT 
式 扒 导出 的 * 得 到 的 莽 分 烙 式 完 全 一 样 ， 


BLUE 


{Ар} = MESO B СМ, + Mu + М uu + M iv), {4.2.16) 


Kolsky о MA АА, ШОЛ DU ГТУ 5 Я 
来 ,如 图 4.2.7 М.Н АР > 5 GRE Е RS. 
Amurud ЯН Orr (参看 W.Herrmann (1964))4 8 01. 02 

03.04 Дуг a, P, cs d 连结 起 来 构成 闭 巡 路 ( 见 图 4.2.8.а)), $ 
Pa 一 — (Pi 二 Ри + 2Pn) 等 ,得 到 下 列 差分 格式 

" E — ul i za n pü p” 8 — r" 

UU At етт р)", [ (Piu 一 Pi )( 3 1 + + 1) 

— (PÉ, Hr — r? + r? — г], (4.2.17) 


ti 一 otè я 
- = ра — р" ^ 一 orf h rl 
A: Ter. FV. (Ри, — Р? ) (аз тү Ti х2) 


— (PS — Рі) Са 一 хү Ñ+ x; 一 xij, 
其 中 (4p); ud 


{С Ар) = = CH EN Anpn + Anim + Арт) + 


М 4.2.7 


Rz Ri £I BE BR 1 ASA И RAE IRR Е 2 d Ж, 
fü B nj DL S ir = FÉ k FE 6 UE VUA Ж SX, ШЕН 4.2.8.) 
所 示 ， 如 时 将 点 0 АУ ВИНИЛ 1, И, NL, IV, У, VI 
同和 名 边 中 点 连接 起 来 构成 一 个 闭 巡 路 ,就 可 以 得 到 下 询 差 分 格式 
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РН 4.2.8 
МЫ EN uz 1 sfn a пгт T 
Ar 24р)! [ Е (ri rt) nif r1) 
+ Рі = rz) + Pi (rt — +3) + РСР 一 ri) 
+ PUO ғ3)1, (4.2.18) 
ио _ 1 


А; 2(4р) [Pr (хт 一 х) + Р(х; 一 xi) 


-^PNGI— sx + Р(х — x?) + Pelri — xt) 
十 Р(х 一 х5)], 
RB (Ар); 用 下 式 计 算 


(Ар)! = + (AT of. + Ap + Аара + AND 
+ Ар + Аю), (4.2.19) 


2.3 Lagrange Жж} 

т.г М ab 分 别 是 Euler Ж Lagrange 空间 坐标 ,在 第 一 章 
中 已 导出 任意 函数 对 >, > 的 导数 和 对 a,5 的 导数 之 间 的 关系 
(1.3. 3), 而 且 由 此 得 到 Lagrange 坐标 系 中 的 动量 方程 (1. 3. 6), 
(1.3.7). 

现在 把 Lagrange № а, b 离散 化 , 取 正 整数 值 , 令 其 等 于 网 
Юнун fk m= 0,1, 2,3,07. HE Ах = xia — xia, бх = 
Fia — Khai, Wil J 的 离散 化 表示 式 J = Az8r 一 Ar8x VIA HEX 
RUE RO ODER РЕ rJ 可 以 近似 地 表示 两 格 的 体积 ,而 "To 代表 
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质量 . 
,» 9r ӨР OP 


_1 
re ӘБ да 
Вож y RADIO САР 4.2.9.2) 
бр пор вт Y 
o. "РФ m ) 


+u ri — men P(E) |. 


DIA IPA 
<< 一 全 个 c 


B] 4.2.9 


第 二 项 1, 97 ӘР 的 差分 近似 为 ( 见 图 4.2.9.) 


rol да Ob 
н „л в __ б + rs Y" 
ras + Mm (ri ғо) (Pie РП) (2+7) 
__ — p ritn v 
ag ФЬ -en (Ey. 
这 样 ， 方程 (1.3.7》 的 差分 近似 为 
vi о _ (Ph — РА) (2 — zi) (= + Ay 
+ Pr (Ariy 
Mit My 2 
— {Pin 一 Ру) (х1 一 x) (3 + ге y 


— (Ei — 68 — a (яж). 
M (+ My 2 

(4.2.20) 

这 就 是 MAGEE 程序 所 用 的 差分 格式 。 
由 于 Lagrange 网 格 是 跟随 流体 运动 的 ， 网 格 大 小 和 几何 形 
状 都 在 不 断 变化 ， 不 可 能 保持 相等 的 网 格 尺度 .为 了 提高 格式 的 
精确 度 ， 往 往 需 要 引信 同 其 个 方向 的 网 格 尺度 有 关 的 权 因 子 。 信 M 
如 设 olav, ohm ЗАЕЛА T, ТУ 和 U. II 在 ; 方向 的 平均 宽 


BER olay |а — а + xš — së + 2(х} — x)| ,ofim = 
Ñ |x: ар ж} — х{ + 2(X1 — x2) | B еи, chay 分 别 表示 
ЖЖ L. П ЖОШ, IV ЗЕ УИ, 取 ofn 一 —- |x — x; 
+ x? — x? + 2 (x? — х1) |, ойыу 一 "ib — x; + xg — х + 
2(x;— ж1)|. ERAF | 

E, = 2max lot, min [s — ‚0.9 1}. 


clay + ejna 


m = Zmax [ол, min EX ‚ 0.9 1). (42:21) 


ot ohy 


XX FE ВА uj ELI IA (4.2.20) А 

К МЫ — ЖЫ __ (Pi — Рр) (ху — х0) {гу = ray 
At = @ — x) M n Му 221) 

m Рт — Рр) (х0 — xi) /r + ү 

M; Mu 
(Pi; 一 РУ) (=? - 一 8) {г = "aq 
У Ми + Mm UM) 
— E (Piv — Pr )(x5 一 x+) b dri f4 ү. (4.2.22} 
Mi, + M үү 2 ) 


LASNEX 和 TENSOR А АУА ГК. 
以 上 是 Lagrange 方法 建立 动量 方程 盖 分 格式 的 三 种 主要 方 
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A. ЕУ, XS ЛЕ pK AFE ЛИ ACT EB Jr ša, 

动量 方程 的 上 述 三 种 差分 格式 在 岗 格 的 步 长 均匀 相等 而 且 正 
交 的 邱 形 阅 格 的 情况 下 ,如 果 时 间 录 长 也 是 相等 的 ,三 种 格式 都 可 
也 达到 对 空间 和 时 间 步 长 的 二 阶 糖 痛 度 .但 是 ,由 于 Lagrange W 
格 艰 随 流体 运动 ,网 格 变 为 不 等 步 长 和 非 气 形 以 后 ,差分 格式 不 能 
保持 二 阶 精 确 度 。 当 形变 继续 发 展 而 使 得 网 格 扭曲 时 ， 上 述 差 分 
格式 甚至 不 能 保证 一 阶 精确 度 。Herrmann(1964) 对 多 种 Lagrange 
格式 的 误差 增长 作 了 检验 ,其 计算 结果 表明 ， 随 着 网 格 逐 渐 扭 曲 ， 
ПАКИ НА — 05. ДЕН 
式 中 ， 线 通路 积分 格式 的 一 维 球 对 称 人 狂 比 面 通路 积分 格式 要 好 一 
жы. 疯 种 退路 积分 格式 对 于 轴 对 称 问题 是 有 明显 差别 的 ， 而 对 于 
二 维 平面 间 题 ， 两 考 没 有 什么 区 别 ， 


$3 12 A R 


现在 讨论 边界 上 的 计算 公式 。 由 于 Lagrange 网 格 限 踪 流 体 
质 团 ， 不 同 流体 之 润 的 界面 和 系统 的 边界 都 是 用 网 格 线 措 述 的 . 
网 格 线 随时 间 的 变化 插 述 了 流体 界面 和 条 统 边 异 的 运动 、 如 果 不 
考虑 物质 曾 面 处 的 滑 移 现象 ， 那 未 界面 两 侧 的 网 格 量 只 须 分 别 用 
各 昌 的 状态 方程 计算 ,不 必 进 行 特殊 处 理 。 然而 对 于 系统 的 边界 ， 
其 一 侧 是 流体 , 另 一 侧 是 固 监 、 真 空 ,活塞 或 对 称 轴 等 ,因此 ， 边 界 
现 格 线 的 速度 必须 单独 进行 计算 . 

轩 壁 边界 条 件 描述 的 是 充分 光滑 的 刚性 降 (没有 摩 榨 ) ， 流 体 
在 国 壁面 上 可 以 反射 和 滑 移 , 即 流 体 的 法 向 速度 为 零 wn — 0, dE 


用 动量 方程 计算 边界 上 流体 的 切 向 速度 时 ， 通 常 假定 沿边 界 Эв 
= 0， 即 压力 梯度 的 法 向 分 量 为 零 ， 对 于 直线 固 壁 边界 ， 为 了 数 
值 计算 方便 通常 在 边界 外 面 设 一 排 对 称 的 虚 岗 格 ， 即 实 网 格 作 锐 


面 反 射 所 形成 的 像 . 设 虚 岗 格 的 所 有 物 现 量 同 对 应 真实 网 格 完全 
相同 ,这 样 就 可 以 用 内 点 速度 公式 进行 计算 .例如 ,假定 内 点 速度 
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жаць. амраг - 


公式 为 (4.2.15)， 国 壁 边界 同 x НН [810] 36 7829 а, РЕ Л 
的 切 向 速度 ur 的 计算 公式 为 


(w.)2tË — (м. 1 agp yn 
a apy МП! — тї) 
+ РР" — +1) ] соза — [Р(х — x^) 
+ Рр(жт — x1)]sinal, (4.3.1) 


这 里 (40); 一 5 (4007 + Ао). 这样， 边界 点 0 的 速度 为 


ust = (и. "т, 这 里 т = (cosa, sina). 

在 实际 物理 模型 的 计算 时 ,常常 遇 到 柱 对 称 模 型 , 这 时 对 称 轴 
可 以 看 作 系 统 的 一 条 边界 。 由 于 对 称 轴 上 局 样 满足 法 向 速度 为 堆 
的 条 御 , 因 此 在 数值 计算 时 可 以 局 固 壁 边界 一 样 进行 处 理 , 这 时 边 
界 在 х НЕ, Маха. 

ШЕ 3s АБ Эт УШ ie CZ BI 59 25 El НТА, 328. 28: 
性 为 Р=0, ЗЕЯ ВНЕ, АТКА YET RA 
力 为 某 个 常 压 了 。 这 时 ,对 应 于 内 点 速度 公式 {4.2.15) 的 等 庄 面 束 
RESAH 


uzt — ug? i врт n {үз 1 
A = KaRTPTPYE [Pn(r2 — ri) + PI (rt — ri) 

+ PG1— #11, (4.3.2) 
"+ 一 yh 1 š 
А рр а) + Pt (at — =l) 


+ Р(х; — x?) ], 


这 里 (4o) = " (Або + АТР). 


至 于 活塞 边界 条 件 ， 因 为 活塞 而 速度 (例如 аре) ) GEB, 
边界 条 件 可 以 简单 地 写 为 
а — n, (tk) (4.3.3) 
以 上 只 讨论 了 对 应 于 内 点 格式 (4.2.15) 的 几 个 常用 的 边界 公 
式 ,对 应 于 其 它 肉 点 略 式 的 边界 公式 也 可 以 类 似 地 给 出 ,这 里 就 不 
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再 详细 罗列 了 . 


$4 人 为 粘性 


由 于 流体 力学 方程 组 不 论 初 始 或 边界 条 忻 如 何 光滑 邦 可 能 产 
生 间 断 解 (例如 冲 南 波 ,、 控 触 间断 等 ), 因 而 在 对 流体 运动 进行 数值 
计算 时 ， 必 须 壮 碟 如 何 计算 间断 解 的 问题 。 在 流体 力学 数值 计算 
中 ,对 于 冲击 波 历 来 有 两 种 不 同 的 算法 。 一 种 是 冲击 波 装 配 法 , 即 
是 算出 冲击 波 的 位 置 ,在 光 请 区 用 近似 方 葵 求解 微分 方程 ,而 在 疝 
ТУР Н Rankine-Hugoniot УЖ (1.4.2)—(1.4.4) ЖЖ. 53 -— Rh Eb AH 
EARE ЕЕ XB Б] АН РНЕ BJ ЛИЛЕ [Н] УВЕ, Z: 
Fe iEn] ДЕ ЖН БК AHE P Е ЖК ЖЕ. 3X0 E 
首先 由 von Neumann, Richtmyer. (1950) H, EH TRKE dESE 8 
ар 9880677 56 Н 2 ТЕ ЕЕ, Pl K — ЖУННЕН 
的 复杂 问题 是 相当 有 效 的 。 

在 第 一 章 中 已 经 给 出 了 在 一 维 Lagrange ЗААН 加 上 von 
Neumann-Richtmyer АКЕ C FEER N-R 粘性 ) 后 流体 力学 
方程 组 的 形式 ,其 中 N-R 粘性 形式 为 

Ou Du 


1 
H (2) 3 =“ Ms 
eia.) На, 00 


0, 当 он > Ов, 
жат Е ЛАКИ, JDR L = roAx, m 是 一 个 适当 
ЖЕЙУ К, 0222. ЭЖЕ РНС 


方程 ,在 Lagrange 坐标 系 中 的 н-к 也 可 写成 
н-к = Ао (2-30), (4.4.2) 
其 中 Г, ХМ Euler 举 标 变换 到 Lagrange 坐标 时 用 到 的 一 个 具有 
比 容量 纲 的 常数 , 这 里 L = aAr(r/R)”, ГИК Y2|EE Lagrange 
坐标 和 Euler. АК, v» = 0,1,2 分 别 对 应 于 平面 , 柱 面 ,球面 对 称 
的 情况 。 N-R ЕЕЕ ЕАО АЕ SUPER YE TEC BUR 
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м-р "T 


(4.4.1) 


下 满足 我 们 在 第 一 章 中 所 提出 的 对 粘性 的 三 条 要 求 。 计 算出 来 的 
图 象 也 是 正确 的 ,但 是 在 反射 边界 处 (例如 固 壁 达 界 附近 ， 或 者 促 
击 玻 从 轻 介 质 到 重 介质 时 与 接触 间断 相互 作用 处 ) 加 上 N-R 粘性 
后 计算 所 得 的 结果 ,能 量 和 密度 会 出 现 不 太 准 确 的 图 和 象 ， 另 外 N- 
R 粘性 中 的 粘性 系数 © 不 可 能 取得 过 六 (这 样 金 造 成 过 渡 区 网 格 
数 增 加 ,将 冲击 被 抹 平 得 友 光 滑 )， 这 就 使 得 被 后 的 振东 也 不 能 完 
全 消除 。 Самарский, Арсенин (1961) 则 取 了 一 个 形式 更 为 一 般 
的 粘性 


ди 


ðr 


"(ди 


Өх 


__ 8 


24 |} On 
K| |) 9* 一 0 时 ， 
2 EF "i5. 时 


а 
0 M э > 0 8, 
(4.4.3) 
其 中 站 和 天 都 取 [0，1] ЕКА. X == 1, К =, goa = 
9N-a， MH # == 0 Кас ХРЕН, ЕВЕ ES Landsc- 
hoff (1955) 粘性 


ре 


Ou | Ән 

он Uu 0 B+, 
8. | М5, 08 
gu 


0 ш Өе ow, 
Әх 


这 里 六 是 一 个 其 有 长 度量 网 的 量 , ¿L = aSr, а НН, ar =з 
l, c 是 局 部 声速 。 ТааазсҺо 粘性 对 于 抑制 波 后 的 振荡 有 良好 
的 作用 ,在 第 二 章 中 介绍 的 流体 网 格 法 就 是 采用 这 种 人 为 粘性 的 。 
Landschoff 曾经 建议 将 粘性 取 作 非 线 性 粘性 和 线性 粘性 的 线性 组 
t , ВП 
q "qug T qr. (4.4.4 
White (1973) A29 RI 2838 Рр dt MEX [E BR BE АО th Е ЛИХ 8] 
УЖ. НИНЕ аат, ОН PE EE E EK п 
ВЖЕ ЖИ Е ВЕК. ЖЖ ЖИ, ВЕН: 
种 几何 原因 ?| 起 的 , 也 可 能 是 在 物质 界面 上 出 现 的 ，N-R 粘性 没 
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有 这 别 这 两 种 情况 , 它 把 大 的 速度 变化 也 当 作 人 冲击波 处 理 。 据 此 ， 
White 提出 了 另 一 种 形式 的 人 为 粘性 。 他 把 冲击 波 面 上 的 动量 守 


ERRA (Au = 一 ApA (МЕЛ N-R 粘 姓 形式 ,得 到 的 人 为 


АВЕ 2020 
др ð {1 ди Ə 
— he -本 EG gr Ма; < ЭЕ» 
д 
0 S uL ROM, (4.4.5) 


ХЕР АЕ ЕНПЗЕ ЛЕ N-R 粘性 的 一 些 缺 点 。 这 种 粘性 包含 压力 梯 
度 和 比 容 的 梯度 ， 它 疝 真 实 粘性 在 形式 上 很 不 相同 。 它 仍然 是 二 
次 的 人 为 粘性 。 为 了 更 有 效 地 消除 冲击 恋 后 的 振荡 ， 还 可 汶 给 出 
3/2 K ÀN Е 

ы з! ды 1⁄2 | 3⁄4 

a= ай did ($ | ° 
Ah o ЖАНЕ ИАН. 此外， 对 于 无 限 器 冲击 波 的 极限 
(HUE), ЕН Riemann 不 变量 得 到 Au = Aploc, EA N-R 粘性 
所 得 到 的 粘性 形式 对 于 多 维 计算 和 Euler 方法 也 是 很 有 用 处 的 ， 
上 述 岂 种 人 为 粘性 4 都 是 作为 附加 压力 加 在 动量 方程 和 能 量 

方程 的 有 关 项 上 .这样 ,就 在 动量 方程 中 引 人 一 个 二 阶 扩散 项 ,而 
在 能 重 方程 中 将 作 功 项 的 压力 取 作 p 十 z. ЧЕЙ Hir 的 理论 , 任 
何 流体 力学 方程 组 的 差分 格式 都 可 以 加 上 项 有 适当 进取 的 正 的 扩 
数 系数 的 二 阶 导数 项 使 之 稳定 ， 同 时 由 于 这 些 二 阶 和 导数 项 引进 了 
耗 散 ,就 使 原来 的 乌 断 解 光 衫 化 。 因 此 ， 添 加 人 为 粘性 项 的 作法 ， 
可 以 推广 到 在 质量 .动量 ,能量 方程 中 分 别 加 上 质量 ,动量 .能量 扩 
租 项 。 在 这 方面 比较 典型 的 是 Русанов (1961) 格式 ， 对 于 Euler 
坐标 系 中 的 守恒 方程 组 

81 ，8F* ү OF 


十 —— rug 4.4.6 
ðr Өх ay T ( ) 


其 中 


‚ Sr» 


Р pu рр 


+ ри? 7 
|р tt] gem 
ре ойо P + оро 
E!» (E + pu: (E + p)v/s 
p 
| PH 
р = — 
y pv 
ЕР!» 


这 里 z+ 是 一 个 参数 ,对 于 平面 坐标 系 » 一 0. 对 于 柱 而 坐标 系 > 一 
1, Русанов 格式 为 


# и: я Af xX х 
В =з ff — Апр 一 一 一 СЕ? т Fia)" 
2Ах 


А 
— PAY (Flan — Fia) 


Ar * x 
+ Ar СФ. 4 — 0; 4.4) 
+ (Фк 一 074-4), 


(4.4.7) 
MULT — fra) 
Ax , 
CHE mm fa). 
Ay 


上 述 (44.7) 相当 于 在 方程 (4.4.6) 右 端 加 上 二 阶 扩散 项 9 “法 


其 中 Фу mang. 


Фу = + 


+ ба, jog lg o НЕР 
у By 


n a. ® _ ArAy =)" 
©, > VAS AP (|| + 05, 
这 里 书 是 一 个 适当 选 定 的 参数 ，< 是 声速 ， 若 令 


* 158 > 


Vl AS AY a 
с = max AzAy — Aul + єў, 


Mp S826 5) 4k (4.4.7) ЕН, BRE 


Bl, < о, 


Ek Русанов Jh, Lapidus (1967) 也 建议 在 每 个 方程 中 都 添加 
入 为 扩散 项 ， 他 给 出 的 人 为 扩散 系数 在 * 和» 方向 上 分 别 正比 于 


m E ‚ Harlow, Amsden (1974) GILA 方法 中 也 在 每 
x 

个 方程 中 都 添加 了 人 为 扩散 项 ， 

在 二 维 计 算 中 ,有 不 少 作 考 仍 然 采 用 N-R 型 人 为 粘性 ， 但 这 


于 融 要 将 gu- 的 形式 作 适 当 移 改变 。 例如 Noh (1964)B divit 
РЕ ЕЕЗ Н Ну 58. ‚ Wilkins (1964) 则 根据 (4.4.2) 


的 形式 用 一 p 3 ERRE, Eaa 中 有 一 个 长 度量 纲 的 量 |, 
在 一 维 中 取 作 网 格 步 长 Ax 的 借 数 ,但 在 二 维 网 格 上 ,具有 长 度量 
岗 的 量 有 许多 ,例如 两 格 的 四 条 边 长 、 两 条 对 角 线 、 网 格 面积 的 平 
方 根 ,在 柱 坐 标 系 中 ,还 可 以 用 网 格 八 对 称 轴 旋 转 而 得 到 的 旋转 体 
体积 被 表面 积 去 除 而 得 到 的 长 度量 ,等 等 ， 在 网 格 变形 以 后 ,所 有 
这 些 选择 可 能 在 数 信 上 祖 差 很 大 , 便 如 对 于 细 长 两 格 的 情况 ( 见 图 
4.4.1), 当 148| 交 18C| 时 ,如 果 我 们 取 网 格 面积 的 平方 根 作为 人 
为 粘性 中 的 长 度量 L, 那么 当 冲 击 波 沿 着 48 方向 行进 时 ,就 根 当 
于 到 了 很 小 的 粘性 系数 а( = V BCI ABD; 而 如 果 当 冲击 波 
沿 着 BC 方向 行进 时 ,又 相当 于 取 很 大 的 粘性 系数 a, 无 论 那 一 种 
情况 都 算 不 出 好 的 结果 来 


WwWwitkins(1980) 提 出 用 在 网 格 加 速度 A 5 
方向 上 的 应 变 素 p] 
d: „Өч cosa 十 8v 
de ðs Əy "oct 
X sin'a + EM + 22.) sinda cosg (4.4.8) 


вин еч 
арлар ИЧЕ: НАЛЫ ЫСЫГЫ Sira, ДРИ С "n PR RR e RR m mdr qur ЫННА 


代替 一 维 应 变 率 28 ,其 中 a 取 成 流 场 加 速度 方向 与 Bh 0936 88. 


x " 
Ri, ЖАН 2, Т ВВА 


长 度量 纲 的 量 取 作 ( 见 图 (4.4.2)) 


24 


L=  _.. 2⁄2 
а, + d; + d, + d, 


4.4.2 


其 中 di, di, da, а, DADS МАРА АА ЕН БИЛЕ rh КА yE ВЕ 
方向 引出 直线 的 垂直 陆 离 , 4 是 网 格 的 面积 ， 这 样 , 在 二 维 情况 人 
为 粘性 就 可 取 成 


ds M 
№ (2) + Пре 
pe dt LP di 
0 ‚шов, 
dt 
(4.4.9) 


Я, <= aL, le = arl, а ™ 2, a == 1, с ERR, (4.4.9) 
Жн Е С НЕ НЕЕ Г 1 4E. 


di 


, 当 # 之 0 时 ， 
di 


qw T 


= = са сове + де cosp + Зи cos! Y 
+ (2 + 22.) cosa cosg + 5и + 24.) cos v cosa 
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be x АД ИЧЧИ xm 


十 (25 + 5) cos Ë cos Y 


其 中 cose, cosf, созт H RUER CH X3 2705 18385 75 18] 
余弦 :因而 在 三 维 计算 中 也 可 以 采用 形 如 (4.4.9) 的 人 为 粘性 Wil- 
kins (1980) Y22222 T fux Sb Л ЖЕЛЕ ИрИ ЕТ 
球面 冲击 波 ， 得 到 了 上 比较 好 的 结果 ， 

以 上 所 讲 的 都 是 标量 形式 的 人 为 粘性 ， 这 些 粘 性 都 是 作为 附 
加 的 压力 谨 如 在 动 县 方程 和 能 县 方程 中 ， 它 和 们 是 各 向 同性 的 ， 但 
是 真实 的 粘性 是 各 疝 异 性 的 张 重 , 考 虑 到 这 一 点 ,一 些 作 者 很 自然 
地 开始 研究 张 且 形式 的 人 为 煤 性 。 Schulz (1964), Maenchea 和 
Sack (1964), Wilkins (1964) 都 研究 了 张 重 形式 的 人 为 粘性 。Ma- 
enchen ЖП] Sack(1964)#I Wilkins(1964) 的 人 为 粘性 张 量 是 根据 真 
卖 粘性 的 形式 和 人 泳 的 粘性 系数 构造 的 《参看 本 章 $7). — Schulz 
(1964) 的 做 法 则 不 同 ， 他 认为 应 当 把 均匀 的 等 灶 压 缩 同 非 刚 名 
的 冲击 还 缩 加 以 区 别 ， 他 担 出 的 人 为 粘性 的 基本 形式 包含 二 阶 导 
WAT 
Эн’ a (5=) 


= — ales | 9 (99 
7 P 5c). Ox Ox 


其 中 h= has, (5%) 表示 上 式 仅 当 ŽE comit, quas" 
之 0 时 取 0 值 。 这 种 粘性 在 一 维 计算 中 共有 同 N-R 粘性 相同 的 
性 质 : 一 个 简单 冲击 波 被 展开 在 三 、 四 个 现 格 的 过 沪 区 上 ，Schulz 
EAHA ЖЕ ЕЕ E, НИЯ (1.3.6), (1.3.2) B8 P = р 4 4 dx 
а du b j^ 2; i81 БЕКА, E75 E81.3.6) , (1.3.7) 9 53 26 
| 3 = L | ӘР — 9: Әр. 
Or pJ Löb Oa Oa Ob 
1 o „ Өг а f ,ü0r 
EDU FA Ç ӘБ 2 B EA 2-9), 
де „1 [д де _ Әх др) (4.4.10) 
n р} 


Ob да Oa Ob 
-4 |2 (p2 )- &(e£& )| 
ej i04 N Ob 4 Ob \ да AP 
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MHB- pem so тыл, ii 


Жз / 是 体积 Jacobi FIA J = r"], qa 是 沿 ! 网 格 线 的 法 向 
E n; 方向 上 的 人 为 粘性 , паз RA АКНЕ п, 方向 上 
WJ A Е. 4а М дв Р XO 
4 
es 5. ). | (4.4.11) 


(8e] |8 
в — dex "I 9; ). |. 


(P мато) 
*31 - Min (2 . m0}, 
ма) los 
能 量 方 程 р 


4 23 Le Or ди Өх °) 
+p = — 1 Or Ow _ Өх Ov 
5 LG Эр да Ob да 


> Он _ Or ^ 
talas б да Ób )]. л 
Schulz (1964) FES LA BS КЕ М МИ. Æ Descartes 


坐标 系 下 ， 它 的 张 量 分 量 为 


дд = — lip 


Во 


о = 1 [22 2 — 9s Or ‚|, 
=” J да Öb 74 Əb Ba d 
1 [д дг 
О = 7 Е ЭБ 44 — а») |, , 
О ~ 1. [2 ax ( )| (4.4.13) 
ги J Эа En qu qu * 
о„ = — L |2- 2 — 9х Or | 
" JL8s 85 4^ aa Əb FI 


Е (4.413) ИЖ, WE ga = 98， 那 么 这 个 人 为 粘性 张 量 是 不 
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HHH Tr Ж R SES BERI. АЛЕ, V SE SR nx ЕКЕШ: 
Аар ГЕН. HTAA MERERI ТЯ 
у: Schulz ЖЕНА, SEQRUE Schulz 粘性 的 对 称 性 ， 要 


Н 4.4.3 


Ж ga = дв, 这 又 回 到 了 标量 形式 的 人 为 粘性 。 

Schulz 人 为 粘性 的 差分 近似 也 有 其 特别 之 处 在 某 个 网 格 1 
F, бл» ge 分 别 定义 在 网 格 的 四 条 边界 上 ， 如 图 4.4.3 所 未， 其 中 
12, 3* Ж ga НЕА, 27. 4° 采用 ga 的 形式 .。 Аи. би м 


阶 差 分 ， 于 是 有 


lan 一 一 时， 
$e 一 ert. 
24 ex o—jotti. 


Asp um — ont - 


2рї pr t+! 
其 中 ppt = £e ___ 
| pore 


Али 和 88и Жр м {Ез 向 和 下 向 的 二 


(Au Jiti AA "+, 
(ли) | Ади |+ 
(autt aan |t **, 


(ан? у авав |р. 


5 


(4.4.14) 


( Aut), == min{ (1), ` (tt, 77 z), 0}, 
(Auf) = min{ (Re) (а, 一 t), 0}, 
CSu) —'miíní (rt “ (ü, 一 а), 0}, 


(8a? ), = min1 (ль); . (u, = t), 0}, 
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而 Св), 和 Gu 分 别 表示 网 格 1 的 两 对 过 的 平均 法 门 是 , ИЕ 
ЖЕ, (ШЧ 4.4.3)。 因 此 ，Schulz 粘性 的 计算 量化 较 大 。 二 维 模 
型 的 实际 计算 表明 ,用 这 种 粘性 算出 多 名 击 波 过 渡 区 清晰 ,被 后 没 
有 跳动 , 并 且 可 以 从 每 个 网 格 的 四 个 量 17, 24, 32, 47 rof ih h 
dE Tte gu. 
用 Schulz 格式 计算 时 的 稳定 性 条 人 性 ,除了 Courant #6 
7 
А Таар Таа 
Zh ЕНТО ЕК АЗЕ Eel А, Y ШЕ ЕАН 2 TE 
— J 
AL (Br - Ан — 8x - Av). + (Ar - 8u — Ax - 8v). Y 
这 样 ,稳定 性 条 件 取 为 
A: min(Ar.,Ars), 
在 用 Lagrange 方法 进行 二 维 计 算 时 ,为 了 阻止 网 格 哮 变 , 还 
可 以 增加 同 网 格 形变 有 关 的 人 为 粘性 . 这些 粘性 可 以 同 冲击 波 完 
全 无 关 , 仅 仅 为 了 矮 正 扭 则 的 两 格 ， 关 于 这 一 类 人 为 粘性 ,Wilkins 
(1964),(1969), (1980) if ip HE. 


Af = 


$5 滑 移 面 的 计算 


”在 流体 运动 的 流 场 中 经 常会 出 现 接触 间断 。 例 如 对 于 多 种 流 
体 介质 的 流 场 ,物质 界面 通常 是 一 种 接触 间断 查 ,而 在 单一 流体 的 
流 场 中 ， 冲 击 波 的 相互 作用 也 可 能 形成 接触 间断 面 。 在 接 舰 间 电 
面 上 ,流体 的 庄 力 和 法 向 速度 是 连续 的 ,但 密度 和 切身 速 产 是 多 许 
间断 的 ,这 种 现象 叫做 滑 移 . EABELE ,流体 的 运动 微分 方程 失 
去 意义 ， 必 须 用 另外 一 组 滑 移 运 动 方程 来 描述 . 这 一 节 首 先 推 导 
理想 流体 的 请 移 运 动 方程 ， 然 后 讨论 数值 计算 方法 ， 

118 £538 5/3 Е 

ЕЖИКИ т SURE (z,r) 平面 上 的 一 条 曲线 ， 
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取 弧 长 :作为 参数 ， 滑 移 线 的 参数 方程 为 

х = pis, r — quis, 1), (4.5.1) 
设 在 :一 后 时 刻 请 移 线 的 位 置 为 =, ТЕ" HE AS DEB OS st CX 
4.5.1 所 示 )}。 dE s^ 两 侧 同 一 位 置 的 点 24 和 2-， 经 过 A: 分 别 
1& 558] 5" BR IU ER. 4. 和 4_, 


E 65.1 


清 称 线 的 单位 其 向 量 eI S6 {уу šE [BJ EE п АНХ 
т = Ө e, + rs e, = cosace, + since, 


n == – 5р2 e, + Sp e, — — singe, + созав,, (4.5.2) 
$ + 


其 中 e, 和 e, 2 926 x ШП r E EU АБУ IHRE, eG, гу 是 切 向 
量 同 х 58393628, Ek: z i n EDJÉ + ЯП + BUPREXLBI rl), nG, 
D. 流体 速度 u EDI] D E w: ЖИРЕН УЖ и. 分 别 为 
wu. = Uc T—ucosd- sina, 
Wa = U- м — — r sinc + z cosa, (4.5.3) 
TE 
u = н TZ + ss "п. (4.5.4) 


* $5 + 


———M л ———U. . ты, 


质 团 的 加 速度 4 可 以 表 为 


duo d л Ят + 20 n + u, n (4.5.5) 
dt di dt di di 
现在 来 求全 m, 设 滑 移 线 上 点 OG, г) 的 速度 为 mp = (ug, 


vo), 此 处 四 一 зе. vo = ЭФ» трен 


Up => но: * €Y + #px ` П, 


So ЭКТИ Б ЖЕНЕ ТА БЕ З ТЕБ АО ТАЕ, во. u, 于 是 ， 


ат dn д... 
dt 和 d: 表达 为 
їт or) дт 
— m | —— + Tr ri S. 
di Qr, F C нон) Sç 
dn a) Ort 
— = 一 + poU t -一 4.5.6 
4 а, f G e 5; (4.5.6) 


Or Or [n än 
НЕСЕ), SE. (2n) Ол sairi лп п ЖЖ. 


р Ot 
ЕН (4.5.2) £ 
2 | = бе, OP био а, + Эра, 
Qr и: dri 9:8; ds д: 


= à: * 


注意 到 单 亿 向 量 的 微分 是 一 个 垂直 于 该 单位 向 量 的 向 最 ， 即 可 得 
От От | Oz, дт 
(2+), = (2) . n |n == ET ft 十 uo. 9, * (4.5.7) 
3S0 Е nT 49. 
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(名) - Kg) «emt Rom 


同样 ， 由 (4.5.2) 有 


$ 


"n 9; Os 
设 Ё 388528 的 局 部 瞬时 曲率 半 公 | Sr | ,于 是 得 
ðr = — Ln. (4.5.9) 
Os R 
{0} 9—19 
Әп mly, (4.5.10) 
Or R 


jx E, ЕН (4.5.7) — (4.5.10) 8148 


d: д; R 
dn. ( 9. — 2) r, (4.5.11) 
dt 9: R 


代 人 {《4.5.5) 式 得 
du | du. — ЗЕ E 3] r 


dt di 0: R 
du, Ou, nr 
dis B: | п. (4.5.12) 
现在 将 运动 方程 (1.1.36]) 写 为 切 向 和 流向 分 量 的 形式 为 
CENE: 
dt "A а; R р Br“ 
dus ди» __и‹\,_ 1 OP 
dr ( 0: =) P Ən ' (4.5.13) 


其 中 5 和 5 分 别 表示 压力 梯度 grad 了 的 切 向 分 黄 和 法 向 分 量 . 


方程 (4.5.13) 显 然 是 在 滑 移 线 以 外 的 流 场 成 立 。 设 谓 称 线 两 出 分 
别 用 上 标 “ 十 "和 "一 表示， 用 01 和 wr НЕ РА ИКЕЛЕ 
度 , 于 是 可 得 两 出 胸 切 向 速度 分 别 满足 方程 
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dui ди, и _ _ 1 ðP 

di ( Qs x) р* Ө; ” 

dur — н дн, — Hr жш .— 1 ЭР 

di ( д; Е) ө д; ° (55.14) 
让 于 沿 滑 移 线 法 向 速度 n Ee Эне, (Pun) 亦 连 续 ， 注 意 到 


dus = (Ha) 十 (м. — мог) Be ,由 (4.5.13) 第 二 式 可 得 小 向 运 
动 方程 为 
Ou. 1 + _ 
wt — и) 2 9% — Z (= + ss) | 
О + 

- 41021 £355 (4.515) 
XkEE, ВН РЕЛЖЕЯ ui, ат, и. 的 三 个 方程 式 (4.5.14)、 
《4.5.15), 这 就 是 滑 移 运动 方程 。 Grandey (1961) 首先 给 出 了 方 
程 ([4.5.15), 但 没有 给 出 数值 解法 。 下面 讨 论 清 移 运动 方程 组 的 一 
种 数值 解法 。 

2° 渭 移 计 算 公 式 

现在 讨论 滑 移 面 的 数 伪 计算 。 在 $2 中 已 经 看 到 ， 动 粳 方程 
的 差分 近似 有 多 种 形式 ,同样 地 ,对 少 移 面 的 运动 的 计算 也 有 几 种 
AERE, ЕВЕ, ВН: В. in 
Ж. ЖЭИЕ RES SICHER IRR КӘ 275, ЕН ТЕ Н 
切 向 速度 不 同 , 两 侧 的 界面 运动 必然 互相 交错 或 分 离 ; 从 而 得 不 到 
准 欧 的 运动 蜀 象 。 为 了 如 免 这 种 情况 发 生 ， 使 滑 移 钱 两 饥 互 相 呵 
合 , 在 计算 中 一 般 采 用 “ 主 从 面 ”的 办 法 ， 即 假定 一 侧 为 " 主 ”,\ 另 一 
例 为 "从 *{ 通 常 以 初始 密度 区 分 ,密度 大 的 一 侧 为 ^ 主 面 "， 密 诬 小 
的 一 侧 为 "从 面 "), НИЕ “ЕР, БАШ” ES PRU 
沿 “ 主 面 * 衫 动 。 为 了 分 别 计算 滑 移 线 俩 侧 的 切 向 速度 ， 需 朗 知 六 
滑 移 线 上 的 压力 P. 请 移 线 上 的 压力 下 是 空间 坐标 的 连续 函数 ， 
[Bj HER ERN Be ПЕРА ЖЕ. Я Ра БАЈЕ 
Ех Ро), РИН (4.5.15). dE 8$ 2 ААЛИЕВ: НИВУ 
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Hk tha t abc 


显 式 格式 ,压力 梯度 grad 已 的 空间 差分 都 取 在 时 刻 P", Bi, Jj 
程 (4.5.15) 的 差分 格式 也 可 以 建立 在 1 一 "上 。 


现 生 就 来 考虑 (4.5.15) 的 差分 近似。 设 第 如 条 网 格 线 是 滑 移 
线 ， 如 图 4.5.2 所 示 。 首 先 给 出 点 0 的 曲率 半径 和 单位 切 向 量 
то "= (cosa, sint) 的 计算 公式 。 曲 率 半径 R. 取 为 点 2,0,4 三 点 
HAEA i, m о 为 外 接 圆 在 点 0 的 切 向 量 。 РЯ хо = 


1 . 
2 (x, + хз), хр = L (x + r, fa 和 го, JR 2S [As Axy = д: 一 


Kg, Ату = n 一 Ta. Afp 和 Ага АИ. Я М АНУ ЗЕ ER241 


1 
z = Я. [Cra — f'o4 ) A foa Tan + хоАхьАть — XM eA g 1, 
ü 


1 
r = " BE m хоз ) Аха Аха F гы Ал Але — Ро АРА ], 
й 


x, r; 1 | 
其 中 本 一 内 for 和 ri 一 上 rarm = |x го 1 | ЕД 2, 0, 4 三 点 为 
x, f, 1 
ША ЈАН, TETIS d, >= 0, 则 
Z 一 [(m — z.) + (ra rrt, (4.5.16) 


Ey 
X5 4, — 0, 042,0, ELSE 一 0。 同 样 ， 单 位 切 向 量 
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жел ehe | атсада вял. + 


的 分 最 为 
1 
COS cm w 一 = (r — Feja 
| 1 (4.5.17) 
sim а, == Ё, (xs 一 re), 
这 样 就 可 以 写 出 (4.5.151 的 将 分 格式 了 ， 753 2(45. 089 Z3 
移 差 分 近似 为 
А = [ku — Gea Ия, — Gasl/ | Axa! 
+ (ии — (w, Lx! — [ (нс) 
+ («2 ИЕ, (4.5.18) 
Я (в, = носоѕо + rasinas, asje 7 — masina, + сов, 
| Ако: | cm V (Axa) + (Ary)!, (uh, (s, CHR Liin Jas | Ах» 
ЧА. 
7788 (4.5.15) НА Е а ША ЕЕ Bu Wa (LLB WS 
ЖН. IX ПЕ ИШКЕН (4.2.13) ЖИ, ER TJ 
ЗН ВЕ ИОНЫ ВО. ТЕЖӘР 一 sradp - п = 


Р sing 十 ЭР соза, 沿 滑 移 线 : 的 积分 有 
Ox Or 


| ра | ndi == | Ра =р,| di == PAs, 
УЕ Green А (4.2.11), E eey — 二 人 | 的 差分 近 
м» 
ax zag — PU Aral] + 12912] 


^ Xa a + P,(|Axal + b Ax4])], (4.5.19) 


其 中 А; = Palri ға) За о + РС — f) Sin Gy 
+ Pu(x, 一 ху) cos, 十 Pix, 一 ку) cosas, 
А? — Риц ra — жу) sin ë, + P. Ür; — r.) sin d 
+ Pin( x; — х,) созо 十 Pvtxs 一 X4) COS ов, 
+ 170 = 


(49); = n [C40): + CAp)ul, 


(40); «а " [C Ap) + (Ару 1]. 


于 是 ,由 (4.5.18) 和 (4.5.19) 解 出 忆 为 
Р, 一 2( Ae) (Ao - A — (4р) - A + (Ар): AZ 
(|Axal + [Are Cdo) + C401 


(4.5.20) 
RE, MERRER аце, щт 可 以 用 下 列 公式 计 
算 
шуб == (иу 一 Kam ты [Ph(r$ — r2) + РАС — rs) 
T Pr — ril, 
po — (ertt + + [Ph C 23 — 3) + Piy (х4 — xi) 
+ мо — х7)], (4.5.21) 
иу == (ui) 一 Xa xpi Pd — rt) 十 P? (ri — гї) 
+ Patr? — ғ7)1, 
бб (vri ues = [PRC — #1) + PL (zl #0 


中 Pile — z") ]. 
ЗЕ Ен”, ЕЕ”, TR 
Qr, *1)*, (ит Ку- ЖА 
(u;*1)* = t, 


(аз) — (wt. n)n + Cap o rde, 577202 
这 样 ,点 0,、0_ 的 位 置 用 下 式 计算 
(хн) = (x2)* + (ат). A 
(4.5.23) 


(xf) — (xiy + (а) 5 А 
xà 0. 的 新 位 置 (xq) 可 能 不 在 " 主 面 "上 ， 必 须 投影 到 “ 主 面 * 上 
去 ， 这 样 才 能 得 到 0- 在 "的 位 置 (x;*)"。 下 一 节 还 将 讨论 重 
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ю_-—-————_—_.—Є._ Ms rg hid | 


AZ BEBE. ШЖ ШЫ ЖУ ЕЕЕ Яш ЫЕ. РУ 
ЯНИ АЈ аи. ЕЕ РАДЕ 8А] k 
LE pud 2 JEUNE 移动 到 0, 的 位 置 ， 然 后 通过 网 格 量 输 运 { 见 
$6) 重新 计算 ИНН. ХДЕ, EBRE EME A 
RREA. 

这 里 给 出 的 请 移 面 计算 公式 是 直接 从 滑 移 运动 方程 出 发 得 到 
ж з. Е, Cherry, Sack, Maenchen, Kransky (1970) 
提出 了 另 一 种 计算 公式 ， 他们 在 计算 滑 移 线 上 的 压力 ait, RUNE 


了 方程 (4.5.15) 左 端的 项 一 gc 一 a). АВЕ 


直线 时 ,曲率 去 Ур 96, ЛИ тр А ВО. В, Wilkins( 1964) 


Ф ГА AAA, НЕЕ ЕВУ 
压力 直接 求 出 裤 移 线 上 上 的 压力 ， 然 后 “ 主 面 "的 运动 按 给 定 压 力 的 
АЗИИ, m АРНЕ РЕЖ ЕЕ Е ЕО АЗК, 
Et EE WA. Я“ Е НЕЕ ii^ ЫАТА 
度 合 成 为 "从 面 "速度 .这 些 算 法 都 在 一 定 程度 上 描述 了 滑 移 现象 ， 
并 且 已 经 对 一 些 实际 问题 进行 了 计算 .也 有 另外 一 些 作者 ， 鲍 如 
Harlow, Amsden (1974) 认 为 没有 必 权 对 渭 移 荀 单独 进行 处 理 , 显 
SRYX ELSE Т їн ЖЕ SCR APER (ЫШТ Ж БЕ ЖОКТЫ E 
模型 是 可 行 有 的 。 对 于 那些 速度 定义 在 网 格 中 心 的 二 维 方法 、 或 省 
在 网 格 边 界 上 上 只 考虑 法 向 速度 的 方法 , 例如 Eder 方法 ， 一 般 都 
没有 单独 考虑 潍 称 问题。 这 些 方法 往往 不 能 清晰 地 描述 滑 移 界 
Ej. 而 对 于 Lagrange 方法 如果 不 对 请 移 面 单独 进行 计算 , 滑 移 
面 附近 的 网 格 会 因为 大 的 芭 应 变 而 扭 坦 ， 甚 至 引起 两 烙 相 交 ， 固 
此 滑 移 计算 是 采用 Lagrange 方法 时 须 缆 考虑 的 一 个 重 费 问题， 
但 是 滑 物 计算 的 逻辑 过 程 和 计算 公式 比较 复杂 ， 一 般 程序 只 能 涛 
HAC ЛЕ ЙЧ Р Д.Е E MEER, D bée NIE DEAE 2E ЯТЫ, ПИН. 
— 1 fee BARNERA, 现在 有 少数 程序 ， 例 如 
HEMP 程序 还 考 示 了 不 同族 网 格 线 的 注 移 线 ， 即 双向 滑 移 ， 参 看 


, 172 * 


Warren (1979) 的 文章 。 ВОЕН RET XE 
一 步 研 究 。 


$6 EDN 


在 流体 力学 计算 中 ，Lagrange 现 格 是 限 随 流体 质 团 运 动 的 ， 
质 团 的 流动 和 变形 必然 会 引起 网 格 扭 曲 、 蚁 变 、 以 至 互相 招 结 ， 苓 
至 可 能 出 现 网 格 相交 (如 图 4.6.1 所 示 ), 这 就 使 得 计算 不 能 进行 下 
X. 网 格 的 握 曲 又 会 引起 误 莽 迅速 增长 ,使 得 Lagrange 方法 失去 
精确 性 。 人 们 曾经 设想 过 各 种 各 样 的 办 法 来 克服 网 格 相交 . 这 
些 办 法 归纳 起 来 ， 大 致 有 两 类 ; 一 类 是 设想 用 某 种 人 为 粘性 来 阻 
止 商 格 的 扭曲 和 变形 ， 以 达到 推迟 或 防止 网 格 相交 的 目的 。 葬 如 


4 


图 4.6.1 


Wilkins (1969) 提出 的 В АНЕ”, Brown, Wallick (1971) H 
AJETE R Е = ЖЕ” ЖП “ЫЕ КЕ RUE WR Ж® ЖЕ 
《例如 Grandy (1961)) Е ВЕРНЕР DEBE, x 
FÉ,24 АЛАУ — T TR AA БЕЛЕ ER ИЛА SDSE pish, ROS КЖЕ 
等 ,密度 无 限 增 大 ,使 得 压力 和 人 为 粘性 也 同时 无 限 增 大 ， 从 而 阻 
止 网 格 相 交 。 这 些 办 法 尽管 对 于 防止 网 烙 相 交 有 一 定 效 果 ， 但 是 
对 于 物理 上 站 实 的 扰动 和 变形 ， 这 些 办 法 所 加 人 流 场 的 “人 为 烙 
性 "可 能 改变 流 场 的 性 质 ,一 晶 了 物理 图 象 . 

男 一 类 办 法 就 是 重 分 网 格 。 最初 的 重 分 册 格 仅 限于 简单 地 娇 
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AXXd e Bode шем + 


EABAR, E D REA Sk pi Sr iH BH ДЖЕ ERE К, X НЫ k OBB 3-Я 
Ж. JS 3838 H 38 ЕЯ, sk ТЕА ЖЕТТТ P ВУ 
去 重 新 划分 全 部 网 客 ， 这 训 和 做 整体 重 分 疯 格 - ШЕЛЛИ Ж RU 
两 部 分 内 容 : ”其 一 是 钢 格 的 划分 。 其 二 是 网 格 量 输 运 。 ммм 
分 是 解决 如 何 重 新 确定 网 格 角 点 位 置 的 问题 . 网 格 量 输 运 是 解决 
如 何 计算 新 网 格 中 的 物理 量 的 问题 .下面 分 别 讨 论 这 两 个 何 题 . 


51 网 格 划 分 


差分 格式 的 和 精确 度 是 同 岗 格 的 步 长 和 几何 形状 直接 相关 的 . 
在 流体 力学 计算 中 ,理想 的 网 烙 是 既 能 跟踪 物质 界面 ,又 能 保持 正 
将 性 和 均匀 性 的 ， 但 是 实际 上 这 样 的 网 格 很 难 实 现 ， 关 于 在 任意 
曲线 边界 的 情况 下 构造 正 交 曲线 网 格 的 问题 ， 将 在 第 五 章 ЯТ WR. 
关于 网 格 的 另外 一 些 整体 划分 方法 ,例如 一 疙 网 格 线 是 直线 , 另 一 
族 网 格 线 是 Lagrange 线 或 者 在 两 条 界面 之 间 用 均匀 等 分 点 连 线 
的 方法 ,将 在 第 六 章 叙 述 ,这 一 章 蛙 不 去 详细 介绍 。 这 香 只 介绍 两 
种 局 部 重 分 网 格 的 方法 . 

一 神 局 部 重 分 网 格 的 方法 ， 是 使 得 每 个 角 点 周转 的 四 个 网 客 
ЛЕ РЗ. 参看 图 4.6.2， 在 直线 01, 02, 03, 043518] 
上 分 别 作 单 位 向 节 ， 在 这 四 个 单位 向 量 的 合成 方向 上 取 一 点 0 和 作 
为 点 0 的 新 位 置 。 向 量 00 的 模 | 呆 | 可 以 根据 线段 01,02,03, 04 
中 最 短 的 一 条 边 长 来 调整 . 例如 ， 点 0 的 坐标 取 为 


g | Axa Axa Ах» 
= x, + РА. 1-2 
AUAM н Tax L ТАЖ] ТАЖ] 
EIL , (4.6.1) 
| А. хо | 
Кит В ЕЯ. 
Аху = x, — Xx, га 1,2, 3,4, 


fü Anin > пип Axa], [Ахо|,|Ахь|,|Ажи|). 
НИЕ БАЛЕ ДОЛЕ, ЖЕН ЕЛ AAAI zh 
Жш тч ШЖ, БВУ MRH. 我们 分 析 网 格 相 交 的 过 
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图 4.6.2 图 4.6.3 


Ж. Ri 5c pa RUPH3 JE ЖР АП ДЕ 05 = 18 Ж, ЖЕНЕВЕ 
29 MRI 576 , t CPU ЖЕЛЕ SEHE, ПАЧ 4.6.1 所 示 ， 因 
Vbi 38 25 р 4 ЈИ), ЕВЕ А, НЕЕ 
ЯР ЖШ HJ. 

具体 方法 加 图 4.6.3 BroR ТЕ Ж 0 周围 的 网 格 1 开始 演变 为 
ИЖ, ЕЧ 00 Am 的 面积 为 负 。 所 以 四 有 形 的 判别 方法 是 ， 计 
算 四 个 三 角形 Ansal 1, 2,3, 4 为 循环 附 标 , 当 一 4 时 ,i + 
1 ЖЕ 1) 的 面积 А.Е 


1 
Алла k 2 EAEG — түз) + xi rra — ге} 


+ жа (Ко — r1)]. 
着 有 一 个 Aui < 0, 则 11 十 工 所 对 应 的 了 四边 形 为 四 形 。 这 时 ， 
将 点 0 投影 到 直线 1, 1 十 1 上 , 取 仿 点 为 修正 以 后 的 般 点 0 , ЖА 


+ хтб ъъ J) ] › 


1 
Fë == — — СтАя)? — Aragua ы Ах, 
| Ахы | 
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+ HA (4.6.2) 


6.2 БЕ 


由于 现在 两 格 不 随 质量 团 运 动 ， 因 而 在 两 格 之 间 就 产生 了 为 
学 量 输 运 的 现象 。 网 格 琉 输 运 也 有 几 种 不 同 的 计算 公式 。 在 这 些 
公式 里 ， 一 般 息 定 每 个 网 格 的 物理 量 按 体 积 均匀 地 分 布 于 网 格 之 
中 ,也 就 是 假定 各 物理 景 在 网 格 内 为 常数 。 当 网 格 重新 划分 时 ,一 
个 两 格 的 一 部 分 体积 划 妇 邻近 的 男 一 网 格 ， 这 一 部 分 体积 所 扒 带 
的 质量 ,动量 、 能 量 也 扯 应 地 “输送 ”到 另 一 网 格 ， 然 后 每 个 新 网 格 
各 自 进 行 平均 ,从 而 得 到 新 网 格 中 的 各 种 物理 量 ,例如 质量 、 密 度 、 
压力 ,内 能 ,以 及 甫 点 速度 .这 里 先 给 出 一 种 计算 输 运 是 的 方法 。 

ТЕ Б ОЗ Е ААО В, ОН 
这 种 上 标的 昼 是 重 分 之 前 的 量 ， 图 4.6.4 PA D, 1，2…… 表 示 点 
0，1，2…… 经 过 重 分 网 格 之 后 的 新 位 量 ， 假定 我 们 按照 系统 的 角 
点 排列 的 次 序 逐 点 进行 计算 ， 而 且 系 统 边 界 上 的 输 运 是 按 某 种 方 
式 给 定 的 。 这 样 ,如 果 第 万 一 1 行 两 格 线 上 的 角 点 已 经 算 完 ,第 天 
行 上 的 第 ;— 1 个 角 点 也 已 经 算 完 ， 现 在 需要 计算 点 0(j, 不 ) 移 动 
到 点 0 位置 记 引 起 的 邻近 两 格 的 输 运 。 换 名 话说 ， 在 图 4.6:4 中 ， 
点 0 重 分 之 前 的 所 有 量 都 已 知 , 角 点 5,1, 6, 4 上 的 速度 也 已 Ж. 
inf BER WEE RUD Ao Ae Ao Ао 的 体积 分 别 为 Po 一 Уш, Vo 
= Vsa, Ve = Vi, Уф = Va. 此 处 注意 下 标的 次 序 , 如 果 排列 次 
序 改变 ， 其 数 信 将 改变 符号 。 设 


Mo = [pn(Vo + @|Уь]) + eV — £1Val)1, 
Ms = > [pm (Vz + ВГУ |) + on(Va — BlVel)1, 
Ма = » [pu (Vs + Bl Val) + pive — ВУ 1, 


Ме 一 I Гомбо + 81VaD + (Уз — 0121, (4.6.3) 


^ +175. 


其 中 8 为 可 调 参 数 ，0<F 忆 1， 当 8 一 1 时 得 到 贡献 网 格 的 差分 
公式 , 当 8 < 1 时 得 到 部 分 贡献 网 格 的 差分 公式 , 当 6 一 0 时 表示 
中 心 差分 


由 体积 输 运 公式 | 
Ё = И" + Vo + Vo, 

Ри = Vu — Vo + Vs, 

Уш = Vu Ро — Va; 

Fiy = Viv — Vç + Vos (4.6.4) 
可 以 得 到 质量 输 运 公式 

MÑ, = М + Mx + Mos 

Mi = Mu — Me + Ма,» 

Mur = Мш— Ma — Ма, 

Муу Mi — Мо + Me, (4.6.5) 
上 式 中 的 上 标 "“ ЕЕ РИ JE — J ДОШТА KC Ta VY 


" [77+ 


sgp huy 44 u к! 


算 , 类 个 地 , 上 标 ””" 表 示 进 行 过 两 次 ,上 标 “ ”表示 进行 过 三 次 
输 运 计 算 - 每 个 两 格 有 四 个 角 点 ， 因 此 必须 进行 四 次 输 运 计算 ， 
由 动量 给 运 公 式 

мг’. rut: + ar + m; + ur) 

+ Mr c (u, + ат + u; а) 


+ Ми ` (и, + ú; 十 ma. + ú.) 


aje aje + |= 


+ Му c — (а + а, + u, Ра 


= Ñ, - — (as + ei + as + шщ) 
+ MY oL (s + ui + ti + ш) 
+ Мы - — (u + ш + u + t) 


+ MT Ga + us s + uz) (4.6.6) 


ЖЕН ws, 得 到 


1 Pn, жр 
us ^w | "E А FO [ M ! M 
у M, M 1 Е M Тіт і М ту ( | " 


+ Mu + М) + (M Y' — Му) (ах + us + ар 

+ (Mu — Mi в + uiu) 

+ (M in — Ми (а: + в, + gu) 

+ (Му — М.) (аз + us + u;)] (4.6.7) 
下 面 考 虑 内 能 的 输 运 。 没 


(Ме) = E [(ee?nCV + 8|Vasl? 
+ Го — Bl Vol)1, 
(Ме}з = > [loe ml Fe 十 有 al 


+ (ре Кз —#@|Ре|)1, 
«178 + 


(Me)s = L [(pe)in( Və + 81 Val) 
+ (ре „СР m BlVal)l, 
(Ме) = 2. [Кое (Vao + 81V el) 


+ (ое) (Ув — B| Vel)1, (4.6.8) 
我 们 得 到 内 能 输 运 公式 


Z = 3 Ме" + (Mejo + (Meg, 
I 


згр 1 


= — 
ег! "T 
Mn 


р 1 
eii = —— [Мшел: — (Мед — (Ме)ь]» 
Ми 


[Миен — (Ме)о + (M e)o], 


e = um [Miei (Ме) -CMe)al, (4.6.9) 


IV 

新 网 格 中 的 密度 可 雇用 重 分 网 客 以 后 的 质量 M 和 体积 他; 计 
算 , р: = М/Р. ЕЯ RTI TD. 

现在 我 们 证 明 上 述 网 烙 量 输 运 公式 可 以 确保 质量 、 动 量 和 内 
能 的 守恒 。 剖 而 已 经 讲 到 ,对 每 个 网 格 1 Ж Ва, ЧЕ 79 PB en BE 
行 输 运 计算 时 ， 网 培 量 政变 了 四 次 :如 图 4.6.5 所 示 ， 由 (4.6.4) 式 
可 得 

P = V, + Уз + Vo — Vy: — Ve Ге Vo 
— лө + For, (4.6.10) 
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此 式 对 系统 的 所 有 网 格 1 ЖЖ, DAS ачи ЖЩ 
之 P = >: U, + УУ (边界 部 分 }，。 (4.6.11) 


其 中 V (边界 部 分 ) 是 指 系 统 边 界 上 体积 的 改变 。 

不 失 一 般 姓 , 可 以 假定 系统 的 边界 为 Lagrange 网 格 线 、 也 就 
是 说 ,对 系统 边界 上 的 网 格 角 所 不 进行 重 分 , SEE, TEARI BI 
系统 边界 上 就 没有 体积 改变 , 即 >Р (边界 部 分 } = 0, 

同样 ,由 (4.6.5) 式 可 得 质量 守恒 关系 式 


> M — У) M+ ZM 《边界 部 分 )， (46.12) 


此 处 хм (边界 部 分 ) 是 指 系统 边界 上 质量 的 输 运 ， 由 (4.6.9) 式 
可 得 内 能 守恒 关系 式 


$i Ма: = » Ме, 十 2 (Me 儿 边 界 部 分 ), (4.6.13) 


此 处 了 (Me) 《边界 部 分 } 也 是 指 系 统 边 界 上 内 能 的 输 运 。 由 于 侵 
定 系 统 边界 上 没有 体积 改变 , HALAMA Го = 0, 由 (4.6.3) 和 
《4.6.8) 看 出 ,边界 上 相应 的 Mo = 0,CMe)z = 0, 因此 ,边界 上 没 
有 质量 和 内 能 的 输 运 , 即 ХМ (边界 部 分 ) = 0, "Me (边界 部 分 ) 
一 0。 所 以 , 《4.6.5) 和 (4.6.9) 保 证 通过 重 分 网 格 质 量 和 欠 能 是 守 
恒 的 格式 . 

现在 证 明 系 统 的 动 重 也 是 守恒 的 。 由 (4.6.6) 式 堪 端 对 系统 的 
所 有 内 部 和 角 点 0 ЖЕЛП, 然后 化 为 对 所 有 网 格 1 求 和 ,得 


1 >] [M1 (в + щш аз + ат) 

4 дл 
Мио + п + mz; + u.) + Ма ü, + а, + а, 
+ а.) + Miv(u, + u, + ta + =] 


=} S [MT Ca; + ur + u + а;) 
Fi 1 
+ M (u, + 1 + u: + u,) + M (u, + a, 


+ а, + on) + Mila, + а, + u, + us) ] 


+ 1 у) [M V (w, + ur + а; + ш) 
4 run: 


中 180: 


M Cur, + m, + ü, +t и;}] 


i WT (MC, + u; + w + t) 
LETTE 

M (m; t m + a, + и, }] 

1 У [M Ca; + w, + в + un) 
тым 


M (tt, 十 u, + в, + ш)] 


+ + + + + 


十 二 > (мба, + us + u; № ua) 
4 таят 
+ Mil, + u; + nr uj, (4.6.14) 


其 中 求 和 附 标 "内 部 I" 32 28REq = AREARE I, “左边 界 
让 表示 系统 左边 界 附近 的 网 格 1 其余 类 似 。 直 (4.6.5) 式 右 疯 对 系 
绕 的 所 有 内 部 角 点 0 求 和 ， 然 后 化 汶 对 所 有 网 烙 工 求 和 得 

1 У [ÑO + w + ns + ад) 


^ miro 
+ Miu м + uç + uw) + Miola + zu Ка, + us) 


+ МС + в, + us + щ)] 
1 P 
一 一 [Min + u; + u + ш) 
ETT 
+ М (u + uz + ou + u.) + M Om + u, bons + ou) 
+ МУ t u t а, + щ;)] 


1 РЧР 
+ — M DM, Gm - t + us + ц) 
LETTE 


+ мМтСе + ü, + а + a) 


+ LS [M U (uq + us + ur + G) 
4 аят 


+ Miles + а, + t )] 
1 , 
+D [M (m т u, + u, + u) 
ЕШ 1 


+ M itt + t, + и, + ur)] 


+ 二 > [M Gua + u + u; + щш) 
Тай! 
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мы == ———À— — -- 
——— —— i < ИА Бия —  —— 


+ MTG + us + w + dh. (4.6.15) 
根据 (4.6.6) 式 得 到 C4.6.14) 式 和 (4.6.15) 式 左 端 相等 ， 政 两 式 右 端 
亦 相 等 ,从 等 式 两 端 消 去 相同 的 项 ,化 简 后 得 到 下 式 
>` M (u, + m + u, + u) + X'Mu ОЗ) 


BM 
一 >) Mln on + us + us) + Z"Ma GB SA), 
AEI 
(4.5.16) 
其 中 Ми {边界 部 分 ) 和 >” Ma 边界 部 分 ) 分 出 表示 (4.6.14) 和 
《4.6.15) 式 右 问 的 边界 部 分 和 ， 等 式 两 端 都 消去 了 1/4 МТ. 
现在 来 分 析 2 和 ZU 两 个 部 分 ， 由 于 息 定 边界 点 不 重 分 ， 唱 
图 4.6.5 可 以 看 出 , ХРАНИ, шт, um uw, Mi= 
Mo MT == Mi; 对 于 右边 界 网 格 Lus = th, шщ а, Мг = Mis 
M, — МТ’; 对 于 上 边界 网 格 1, щ = ux, ще ац, М = М = 
М; РЕР Я Тв = a, 5, Му = M i= Mr. 因此 ， 
(4.6.16) ЖУРИ и 1d НЕ, ЖЕРД ГТ нА 


>) M (=, + ta, + m, + а.) 
м: I 


+ У M (u; + в + m, + tz.) 


Мт T 


= 2, Mn + zn + вв + us) 
нЕ 1 


+ >, MOn + в а + u). 


ШАТ 


此 处 求 和 符号 УЖЕ. К. 左 、 右边 界 两 格 1 全 部 求 和 ， 这 
边界 工 


就 证 明了 用 (4.6.6) 来 定 重 分 两 格 后 角 点 的 速度 是 保持 系统 总 的 动 
EHTE. 
KERETES IO Н LEE. ERNA e) p ERE Pk, 
BU Жж ЖБ да ПОЗЕ Ок. ATED MRAR US Pn 
的 各 物理 量 是 在 计算 完 Lagrange 运动 之 后 进行 的 ， 系 统 内 没有 
作 功 ， 因 而 没有 内 能 和 动能 之 冶 的 交换 。 重 分 网 格 的 输 运 计 算 当 
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IAS E ЖИЕК ЖА AS BU BS К, хина. (H E 
如 果 在 求 新 角 点 处 的 速度 时 踪 了 利用 动量 输 运 的 两 个 方程 外 ， 再 
补充 一 个 保持 动能 不 变 的 条 件 , 则 得 到 关于 两 个 未 知 量 ш, М = 
个 方程 的 联 立方 程 组 ， 这 样 的 方程 组 在 一 般 情况 下 是 超 定义 的 . 
因此 在 重 分 网 格 时 钙 要 保持 系统 曾 的 质量 ,动量 ,内 能 守重， 又 紧 
保持 系统 总 的 动能 不 变 是 做 不 到 的 ， 


如 果 要 想 保 持 总 能 量 也 一 < 十 二 |u|? 的 守恒 性 ,可 以 将 计算 内 
能 输 运 量 换 为 计算 总 能 重 输 运 量 ,即将 方程 (4.6.9) 换 为 以 下 方程 : 
ë, — E [miet + (M e)o + (Медь + МТ 
` ss |z + u + us + a’ (4.6.17) 
— 2. |zt; + tt + u + |°, 
e = Z= | Miei — (Ме) + (M e) + M% 
ET |t, + z + uç + «| 
— l + иг + и: uj, 


, 1 
ен: == [M meis — (Ме) — (Ме) + Ми 
M in 


з; + w + и, 十 wl 


-5 | a; + tt + а, + j’, 
rt 1 Ё F й 
€ rv [Мы — (Meja + (Медь + Му 
M ix 
" qz | + ws + us + а | 


— s> la + aen др. 
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但 是 ,这 种 做 法 有 了 时 可 能 出 现 某 些 网 格 内 能 为 负 值 的 不 合理 现象 . 
因此 在 计算 中 一 般 宁可 计算 内 能 输 运 量 ， 这 时 动能 的 守恒 误差 将 
显示 出 重 分 网 格 计算 的 误差 。 

Browne (1966) 提出 了 另 一 种 网 格 量 输 运 的 计算 公式 。 бип 
每 个 网 格 用 对 边 中 点 连 线 划分 为 四 个 于 网 格 ,如 图 4.6.6 所 示 。 网 
格 量 边 运 分 为 三 个 步骤 实现 。 第 一 步 ， 将 所 有 和 角 点 0 移动 到 新 位 
圳 0, 并且 进行 相应 的 子 网 格 量 的 输 运 计算 ( 见 图 4.6.6) ,第 二 步 ， 
将 每 条 网 格 边 界 的 中 点 移动 到 新 网 格 边 界 的 中 点 位 置 ， 并 且 进 行 
相应 的 子 网 格 量 的 输 运 计 算 ( 见 图 4.6.6b). 第 三 步 ,移动 每 个 网 格 
的 中 心 ,并 且 在 每 个 网 格 的 四 个 子 网 格 中 进行 塘 运 计算 ( 见 图 4.6.6 
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c). НИИ Л ТРЕ ЕЖЕ. ЖЕ, F 
АЈ ЗЕТ ЕИ ЛСТ БЛИН Я, ШЕ ЯР РЕН 
ЕО. ВЖЕ ТАЕ р Ш 
АРНЕ. 
Td Wi НЫШ ал ШТ: SAR 4.6.7 得 
Ë: = fr + fo + fo + fes 
far = fw — fo + fos 
Jur — fur — fo — fs — fos 
fiv” = hv: — fo + №. (4.6.18) 
4 рам М, Mu Me, 就 可 以 分 别 得 到 质量 、 动量 和 为 能 的 输 
俊 公 起， 显然 这 些 公式 也 是 保持 系统 的 质量 、 动 时 和 内 能 守恒 的 . 
Brownc 的 输 运 公式 是 设计 得 十 分 精细 的 , 但 是 每 个 网 格 分 为 
四 个 子 鸯 烙 , 要 增加 大 量 存储 单元 ,三 步 输 返 公式 也 要 增加 许多 计 
算 时 间 。 
ER f Browne 的 重 分 圆 格 方 落 之 外 ， 还 有 一 些 其 他 重 分 网 格 
方法 ,我 们 将 在 第 五 章 里 介绍 。 


图 4.5.7 


上 面 介绍 了 局 部 重 分 网 格 和 整体 重 分 网 格 的 几 种 方案 。 对 于 
扰动 比较 小 的 度 场 ， 局 部 重 分 网 格 是 有 效 的 。 局 部 重 分 网 格 的 优 
把 是 对 整体 影响 比较 小 ， 计 算 误 差 和 光滑 化 效应 局 限于 一 个 小 的 
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TEE (НЕБЕ АЧА РЕ, РЕ КН, Ti w F t ИН Е 
AKERRA RS, a ia ЕВЕ 2J 728092 Б ЖЕ НЕЕ 
CHRAPKA 0 SE K E AE BAD PUA tE, 

Lagrange DES EHE Y БИ ШЕФ ЛИ BARAER Lag. 
range 方法 了 .。 如 果 在 每 一 个 时 间 步 长 都 通过 重 分 两 格 计算 将 网 
格 恢复 到 Lagrange 运动 之 前 的 位 置 ,这 就 是 一 种 单纯 的 Euler 方 
Ek. 如果 人 为 地 给 角 点 0 以 某 种 速度 运动 ， 这 就 是 一 种 下 面 要 讲 
SÜHSTEXÉ Lagrange-Euler 方法 。 由 于 重 分 网 属 计 算 包 含 车 平均 
的 概念 , 这 就 使 各 种 物理 量 趋 于 光滑 化 ， 因 此 从 这 个 意义 工 说 , 角 
点 运动 离开 Lagrange 运动 个 远 , 计 算 误差 就 你 大。 这 是 在 重 分 网 
格 时 必须 考虑 的 一 个 因素 。 


$7 弹 塑 性 计算 


这 里 考虑 的 弹 塑 狂 问 题 ， 是 研究 各 向 同性 的 固体 材料 在 强 冲 
而 载荷 (例如 高 速 磁 反 ,炸药 炮 友 、 强 激光 限 射 等 ) 作 用 下 的 动力 学 
运动 。 对 于 弹 塑 性 问题 , 不 仅 要 考虑 应 力 张 县 e 的 各 向 同性 部 分 
(压力 P), 而 且 村 考虑 偏离 部 分 :, 对 于 二 维 轴 对 称 问 题 ,应 力 张 量 
o 和 应 变 张 量 e ERRARE (x.0,0) 下 表示 为 
т t, 0 E, E; Ü 
e T, | D Е, | (4.7.1) 
оо Oel , Ü Ü Ég’, 
Жн g = —P + s( <= z,r,0),r,, 是 剪 切 应 力 ， ev ЕН. 
在 弹性 区 ,材料 满足 微分 形式 的 Нооке 定律 为 


S = 2a( &— + >) {i = x,r,8) 


Ter 77 миё» (4.7.2) 
ШЕЙК м ОН Е, 上 标 ” “表示 对 时 间 的 微 商 。 在 本 节 和 
下 一 节 中 ,符号 下 表示 比 容 , 即 中 一 р. 
应 变 率 B,, 6, 用 下 列 几 何 关 系 式 定义 : 
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É, = "E б е» g = y — А 
Өр дм 
er 十 4.7.3 
UT Ө, 8r (473) 
静 压 状态 方程 为 
p = РС, е}, (4.7.4) 


其 中 " 表示 材料 的 压缩 比 ， == VV. 
弹性 极限 假定 用 von Mises MARS fE 
(UE n 4) = Oy «o (4.7.5) 


Tm, AA Y° 是 材料 的 届 服 强度 ,na、 s. s 是 主 应 力 偏 量 ， 在 主 
学 标 系 Xp X2 Xs F, NUS а ХЕ, 这 时 应 力 张 量 的 对 角 线 分 量 
Tis 0,, 做 主 应 力 。 当 材料 的 应 力 达 到 弹性 级 限时 ， 塑 性 形变 
开始 ， 方 程 (4.7.2) 一 (4.7.5) 找 述 了 材料 本 身 结构 的 力学 性 厦 ， 出 
BEARRA. 

ЗНА PE ЕДЕ 25 F2 SH НИНА 272625 88—86, {ШАЛ 
量 、 动 旱 和 能 量 的 守恒 方程 ,其 向 量 形 式 如 下 : 

Y 


y "'"" 


la-v.o, 
IF 


у É = v - (z - tm). (4.7.6) 


在 平面 和 柱 面 坐标 系 ( 对 应 于 v 一 0 和 11) 下， 质量 和 动量 守恒 方 
程 为 


V Эн дг 2 

— = — + — + р — 4.7.7 
F Өх Өг "y? ( ) 
1. да Әт т 

-一 -一 十 一 ”十 — d 

р“ Эх ду И ғ 

1 Or до g, — = 

-— p = 8 „7. 

у“ дх Or ú r ` (478) 


能 量 方 程 可 以 用 质量 .动量 方程 来 简化 为 
ё = 一 рр + Fis Е, + $,É, + {ёв + TÉ; J). (4.7.9) 


т Е, ВЕ — SE Bit ЖАЛ ВЕНУ ЛЕ, — NE pÉ АБЖЕ 
计算 方法 也 得 到 迅速 发 展 。 弹 塑 狂 计算 方法 是 流体 动力 学 计算 方 
法 的 应 用 和 推广 ， 但 是 弹 族 性 问题 更 加 复杂 ， 弹 塑性 材料 的 应 力 
不 仅 是 当时 状态 ( 比 容 、 内 能 等 ) 的 函数 ,而 且 辣 材料 的 历史 (加 载 、 
艺 载 , 届 服 、 断 识 等 ) 有 关 , 数 值 计算 必须 记录 材料 变形 和 载荷 的 方 
SE. K, Lagrange 方法 使 用 较为 普遍 , 因为 这 种 方法 最 易于 记 
录 材 料 的 历史 。 常 用 的 Lagrange 弹劾 性 程序 有 HEMP,TENSOR, 
TOODY, МАСЕЕ 程序 等 。 

以 下 假定 应 力 和 应 变 是 网 格 基 ， 弹 塑 性 的 Lagrange 方法 在 
对 动量 方程 取 兰 分 时 ,仍然 可 以 采用 通路 积分 公式 (4.2.12)， 因 此 
方程 (4.7. Wn 

sH __ + 
— Е y ODAO r) 
+ (о) rZ) + Со, Ти — гї) 
+ О — rt) — GG — аР) 
— (т.п — x1) — СЕ.) тусе — x5) 
一 《rar 人 ty 一 71 
+ — ME Mi - + (т) u М + (ст) Sn 


и n 


+ (т <N 


EY 


T (4.7.10) 

uot o XU Сео) 9 
+ (т, — r?) + Се) (т г) 
+ (т) (rT 一 ri) — Caoir — x?) 
— (r Jinli — x2) — (c, yy — 27) 
— (o, eC? 一 D] 


+ [c 一 Di: TG, 一 ож 2 E: 


+ ЖИ Чч + G Ш ө), 4 M. 
(4.7.11) 
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这 就 是 HEMP 和 TOODY 程序 中 所 用 到 的 差分 格式 。 也 可 以 采 
用 Lagrange 坐标 的 微分 变换 关系 式 (1. 3. 3) 008525 $E (4. 7. DHE 
分 近似 式 写 为 


ati —uz (о н) (о) — GB] (r2 r2 y 


At My + Min 2 
+ (r$ т 74) C» иш (0.01] _ (= T ri ) 
M , + Му 2 
— (ri — тр) (а ) — (o.91v] А rit Y y 
бое, — <, 1 (t ty 
Mit Ми 2 
__ Сар — х6) (т, rA. (3 + r° y 
Ми -Mm 2 


— Cri — uv — Gar (ey 


Mi + My 2 

+ еы а) (З тү 
M n + Му 2 

+ (xš — ar )[(r,,)ñ — Cu] df Tr y 
M: Mi 2 


v 49 A" 
+ — |(z,)? — + (r, y); — L 
4 I М, (т. a 


Ай Аз 
+ (т...) п + (т. з Iv | 4.7.12 
ШТ iv Mw ( ) 
esti — p р rA Gein (тй! гї + Gy 
At Mu + Miu 2 
+ (r$ — r1) [(т), — (т„)т1] у Е + fi ) 
M: + M үү ? 
— 73 一 ro) [Cre nM 一 (т) ] . (5 -+ rg y 
Mm + My 2 
《re 一 好 (т.е 和 一 《Te . (= + гї y 
M, + Ми 2 
. (wi —xG)u-—íioul., (3 + r2 y 
Ми + Mm 2 
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(x$ — XI) oy — (а, 一 (ar)?] (qu trj y 


Mit Mw 

+ (23 — хо) бо.) — бо,)ту] quA + ay 
МФ My 

p 022 а) (9) — GO, 5 + тү 
Mı + „Ма 


+ — | Cs — „1. LU (s, 一 DI 


+ (5 — ғо); s + (s, — a); М i. (4.7.13) 


ARE MAGEE 程序 加 上 上 应力 计算 后 的 差分 格式 ( 见 Blewett 
(1971)), TENSOR 程序 在 这 个 格式 的 基础 上 增加 了 类 似 于 
《4.2.21) 的 权 因 子 ， 
本 梅 关 系 式 44.7.2) 一 (4.7.5) 的 盖 分 公式 ， 可 以 由 通路 积分 全 
式 (4.2.4) 得 出 : 
"+k = d, 2+8 _ stk roti — 273 
(8,51 24, EEH Ha, X o 5 } 
一 CT — 170) ад" ut) 
(61$ = — — ^ Гот 一 ot t) 794 — ertt) 
— un т — и], 


t+ 一 2(p1 — ei +") — "+š __ etd 
TNT ELE 7 — Gr — oo 


(6,01 *$ Г. PHYSA 一 (+ — nt) 
— ^et — неъ) (оті — y2*t) 
— (up *t — "EST T M А х"*Р) 
+ Сы — иу], 
其 中 (60)1*3 的 差分 公式 可 以 从 质量 守恒 差分 方程 


(ү = (E) E p Cent 8 + (66) (4.7.14) 


Py 2—1), "" 
в (Ey AGLI). 4881. ЧТЕНИЯ, 


. » Р "+1 
(n = (ил + 2g (é yr т Ho | Ar 


+ (5,2 А (I = x, r, 0), (4.7.15) 

(тт = (ет + абе) ВАН (дви, — (42.16) 
其 中 2,, 2,, Sar 和 aç E: in P 8 8 ЖИ ЖЕЕ НЕТИ 5 IER B; 72 ТЕ D 
(WL Wilkins(1964)), 其 计算 公式 为 
(BJT Ar — (и) sin e)1 — 2(r,,)1( sin), 
(8 ) "ЗА: = — (6,)17fAs, 
(ве) * 5A: — 0, (4.7.17) 
(8,1 5A; = —(s, — 5,29 яп — 2(r,,)1 sinw)? 


此 外 由 sin 24-2 sin = (2 — ок) д, 得 
( sini = A (от -— ооу кт k _ ratiy 


— (r: +Ë E „2+3 ) (7+3 __ e2*t) 
T {antt — атау reti — с?) 
— (x1 — 9+4) (02+ — u2*331. 


ҒА 26 (4.7.5), ННИЖАХ А фата 
-47> => Ф|, Ў (5,)" 1 N (ӘТ, Gor", (т) 修正 为 


GOTU = G1 К Go *,r,0, xr), 


2 
此 处 K -43 iG Tda aa ‘У. 


内 能 方程 64.7. эээ э 


c? = — Po +3 L 

' Gs pi ) 

Тян " С) сотку 
ру 十 pi 


4 бот (ет ot („ет (4.7.18) 
弹 塑性 问题 在 用 差分 方法 计算 时 ,除了 用 二 次 的 N-R 人 为 粘 
往 之 外 ,一 般 还 须要 加 上 线性 的 人 为 粘性 
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(4.7.19) 
0 # 22 0, 


在 数值 计算 时 , 一 般 取 i 一 bv 4 ， 此 处 4 是 网 格 面积 ， 图 4.7.1 
显示 出 线 福 人 为 粘性 的 效应 参看 Chou, Hopkins(1973), BEA 
为 粘性 是 使 弹 刻 性 问题 的 闻 思 解 光滑 化 所 必须 附加 的 人 为 E Ж. 
但 是 它 又 使 冲击 波 的 过 湾 区 扩散 ， 使 冲击 波 的 宽度 依赖 于 冲击 波 
的 强度 。 由 于 冲击 波 宽 度 在 改变 ， 冲 击 波 前 后 的 量 不 能 很 好 地 满 
Я Hugoniot 条 件 ， 这 是 弹 塑 性 计算 误差 的 来 源 之 一 。 线性 人 为 


100 [ им 
иска xdi 
Е 


100 


И _ —l.c-a- --- 
40 ар 60 79 90 № х 
图 4.7.1 
ЖЕ ВУ 5 — АА УГ РЕ АЈЫ. ХЕ [B] 22 
—Br. ВЈ ERK T В. 


除了 标量 形式 的 人 为 粘性 之 外 ， 二 维 弹 塑性 计算 中 有 时 还 引 
Xt Navier-Stokes 粘性 
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‚О, 9. Ú ` 
о = (2. D, 0 
Ü ü Ов 3 


ОКЕ 


Оу, == msn, 

此 处 р, == loe, MES P Z 0 О = 0. ХЕ — Sh 5 BE JE; ТИН 
АУ, НН T H-T 92 J f BE B pk 3E 4f 2 | e АЧА EE 
振动 ， 

在 多 维 弹 此 性 计算 中 , 洽 移 面 是 必须 著 坊 的 一 个 重要 问题 .我 
们 知道 ， 在 两 种 弹 塑 性 材料 的 交界 面 上 可 能 出 现 谓 移 ,在 断裂 ( 特 
草 是 剪 切断 裂 ) 的 裂纹 面 上 也 往往 出 现 兴 移 ,此 外 ， 在 塑性 区 内 还 
可 能 出 现 各 种 谓 移 面 。 在 4$4.5 中 介绍 了 梳 体 介质 适 动 中 的 请 移 
曾 计 算 ， 其 计算 公式 也 可 以 推广 到 弹 塑 性 介质 ， 

BERSHAM, AoA ЕН TE BS HL BR, 
于 是 ,由 法 向 速度 连续 的 条 和 件 可 得 

апи -m, (4.7.20) 

其 中 n ДЕЛ EXT EmA Aa. REAN 
衡 可 得 


О, = 2 


с - n о + m. (4.7.21) 
ЕН ЯР [B] AS f PE TH RT $n 
(u*-c')-n- (am -o7)- m, (4.7.22) 


如 果 将 坐标 系 取 为 x НЕ] n HAES, rdg z 轴 在 面 元 的 切 平 
HE, Bin = (1, 0,0)， 于 是 (4.7.20) 一 (4.7.22) 式 简化 为 

а= ц, 

ої. == or (r= х,у, 8), 

utat + etri, + Е = цоор + e TI,d- w T... 
进一步 化 简 后 得 


1) SAC o 207 4.7 -22)8] UL PRAE EA Sy THUS SHE F, 
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(et —v^)r,, + Cwt — a )r,, == 0. (4.7.23) 
TF CER, Te 一 0, АРУ ВАЈТ, BU 7 ae v7, ЫП 
r | | == Ü. 
XX ELS EI BEER IBI РИН 71 ЖЕК › B8 UI 7] A39 0892) Е. 
弹 塑 性 材料 的 谓 移 运动 方程 可 以 从 方程 (4.7.8) 出 发 ， 类 个 于 
方程 (4.5.147 和 (4.5.15) 来 推导 ， 其 相应 的 微分 方程 为 


+ E 
dei __ и, (Se 一 =) — (Я : <) cosa 
p 


dt д: К: 
+ (У - a) sina] (4.7.24) 
和 
+ вр ди, -一 1 + - 
(wt DIE 5. E (it ot «5) | 
= d [—(v- о) sina + (V - e)? cosa] 
р 
一 二 [一 (Y - a); sina + (V с)у cosa], (4.7.25) 
Р 
其 中 


де Эт т 
<; * г = DUX + 十 Ar А 
( a) Ox д» Y r 


(Ç - о), = = p д9, |. pT. 
r 


ЖЕН ЖЕН B] JJ ERE A TAAS ЕНЕНЕ Ж ДД, 8] 
以 同 流 体 介 质 类 似 , 只 须 将 庄 力 公式 (4.5.20) 变 为 法 向 应 力 公式 
P, = [264p)oCA4p)d C + yt— Y ) — CAp Aç 
+ (4р); + AZ1/iCIAxal + |Ахо| [Яр + (43 1}, 
(4.7.26) 
其 中 


y А 
7 + == > He, sin dy — (g, — Со) соза, | 


. Аш + [т,, sina, — (o, 一 сө) соза Пу 
М п 
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.as 
Ми 


Y = > =. sina, — fa, — Ta) cosa], 


d . 
` M. = I7. Sin OQ 一 (а, UU тв) cosa] 
I 


du], 
My 


AI == (F, sin о — T pr сов) иг: — rs) 
+ (o, sino, — T. cosas Jw rs — r4) 
— (т,, sina — d, созо)" xs) 
— (tT, sina — e,cosa) (xs — x). 
А; = (а, sina, — T, COS odak т — Fa) 
+ (o, sina, — T, Cosa, )i( r, — гу) 
— (ти sina, — e,cosa)n(xi — хз) 
— (т. sine, — 0, cosa, jir, — x) 
其 余 符 号 同 $ 3.5 —H. 
在 二 维 弹 逆 性 计算 方法 中 ，Evier 方法 也 占有 重要 的 位 置 . 
对 于 弹 塑 性 问题 的 计算 ，Euler 方法 的 主要 困难 仍然 是 多 种 介 质 
的 混合 网 格 的 计算 ,此 外 ,在 记录 材料 历史 上 也 遇 到 锻 难 . 但 基 对 
于 大 变形 和 大 滑 移 的 间 题 ，Euler 方法 还 是 有 用 的 计算 工具 。 C 
ЯВУ МЕ Euler 程序 有 Hageman，,，Walsh(1971) 的 НЕГР, 
Meder C1979) 的 2DE, Thompson(1975), (1979) 的 CSQ, Johnson 
(1971) 的 DORF9, 9, КН Trulio (1966), (1969) 的 
AFTON, D.A. Quarles( 1964) 的 ADAM, Johnson (C1976,1977) 的 
EPIC 等 程序 也 都 是 用 来 计算 弹 塑 流 问 题 的 ， 


$8 二 维 弹 塑性 断裂 


弹 塑性 材料 的 断裂 是 一 个 很 复杂 的 问题 , 既 有 物理 问题 ,也 有 
数学 计算 的 坷 题 。 它 同 材料 的 性 质 有 关 ， 即 在 什么 索 件 下 发 生 断 
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MORRAI), НЕВЕ HR e R T t B Е n se 
曲线 如 何等 等 .这 需要 通过 大 量 实验 ,才能 给 出 各 种 材料 的 本 构 
关系 式 ， 目 前 还 没有 普 凯 适用 的 计算 方法 。 这 里 只 汰 虑 各 向 局 性 
的 汐 习 的 弹 些 -一 理 重 塑性 衬 料 的 新 绚 ， 而 不 考虑 材料 中 存在 缺 
陷 ( 初 始 烈 纹 ) 的 情形 ， 

以 数学 计算 方面 看 ， 弹 塑性 衬 料 的 二 维 断 改天 体 可 以 分 为 两 
类 : ИС, ЗЕНА. БЕТА 5 АСТУ di ls 
AM ,' Е ЕЕ H Ton Fp BEI R9fE Fi LOSS ЕАН 4= 
Puska BE ER. BHRR aA EEA a. VOS 
Ж АПИ В ПТ 54, "ERE ge BU ЕЛ ИУ В 2E Е Du Ж ий 
度 时 产生 的 、 这 时 裂纹 面 旭 现 滑 移 ，。 关 于 滑 移 面 的 计算 前 一 节 已 
BWIT. жна А О — ран н, 

24 1/7 i B Ju yk ЧАН 715434 EHRE 由 了 时, 就 会 
РАЕН, Aa mEn А АЕ Лу Уи. x8 
的 抗 张强 度 ап ДА ЕШ, CARARE, ЕЖЕ 
HI. ААА rye 旋转 到 主 坐 标 系 raxs， 应 力 张 量变 为 
对 人 角 型 ， 其 最 大 分 量 就 是 最 大 主 应 力 。 当 这 个 最 大 主 应 力 达 到 抗 
张强 度 оо Bf, 产生 法 向 断 至 。 法 同 断 可 的 计算 在 一 维 情况 比较 简 
单 ,通常 用 网 格 分 离 法 , 即 把 裂 级 面 当做 自 册 面 ， 裂 一 面 两 倘 的 列 
格 可 以 自由 分 离 。 这 种 算 硅 往 一 维 情 阅 是 十 分 育 效 和 的， 但 是 在 二 
维 铺 况 ,如 果 继 续 延 用 网 格 分 离 法 来 计算 , 弄 纹 面 两 食 表 面 交 错 离 
合 , 其 运动 干 谈 万 化 ,这 就 给 数值 计算 的 逻辑 过 得 增加 了 很 大 的 复 
厅 性 ， 在 程序 上 很 难 实现 .所 以 我 们 采用 模 梯 算 类 计算 二 维 拉 健 
RASH Maenchen, Sack (1964)), 

Basa Ea ШАН. МИЛА САРИН 8—1 
Lagrange 网 格 表示 ) 发 生 断 裂 时 ,对 该 单元 的 应 力 进行 调整 ,使 得 
虱 纹 面 上 的 法 向 应 力 为 专 . 然 而 并 不 使 网 格 分 腹 , 只 是 计算 出 则 应 
力 调 整 想 应 的 应 变 的 修正 最 、 使 两 格 隐 含 着 一 条 裂纹 。 这 个 履 正 
ЖАО ЕЕ А РЕЛ, ЛАСК ТАА Е. Ше, 
算出 裂纹 相对 于 网 格 的 "宽度 ”. 
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НЫ F ЖАЫ: 
i) PUES SEN, 满足 虎 克 定 律 
2606—57 
{i= 1,2,3), (4.8.1) 
ЖЕ os Е ЕМУ о КИН, в. 是 主 应 变 偏 量 ， 了 是 单元 的 体积 ， 
ир ЈАК ЕЕ, УЬ, Неа АЛИЯ РВ ЕЕ 
状态 方程 | 
p = pingas е), (4.8.2) 
此 处 пня ARM НЕ ВУ АЛУ НОВ ЕЯ, e 是 单 生 质量 
的 内 能 ， 

i) 假定 当 和 裂纹 形成 ,扩展 和 收缩 时 ， 裂 纹 面 没有 相对 切 向 运 
НН лу. ЯЗ, Ч e, Z ew hb. Я ЖЖ de. 调整 为 de, + 
281, НИЖЕ. ну, 体积 应 变 日 调整 为 

d&' = dO + def, (4.8.3) 

Hi) БУ ИЕ КТЕ l Bs SG UN, ЕН А pu — É E HORT EE. HI 
ЕЕС РЕ Pg co 2T JJ 2 JE BRA ПМК BJ 6, ЛЕХ 
ЕЖЕ, T+ JE: МОНА, CR SCIRE 
向 Ф СЕВЕ эн) АЕ Bs uch, АИ АЕ, Ха 
| CLE, (4.8.4) 


对 于 柱 坐 标 系 xr6, 主 应 力 偏离 用 于 式 计算 
“з = > (з, Ня) TV (r, 6 А Oy, 


$3 = 58, (4.8.5) 
其 中 下 标 1 和 2 分 别 对 应 于 等 号 右 端的 "十 号 和 一 S. 
调整 以 后 的 应 力 念 离 9457 ‚зо, т 可 以 通过 调整 后 的 主 应 
JRE s, s, 5 旋转 (一 由 ) 角 而 得 到 ， 即 


z, = соф + вїһ®ф, 


s; = изн + sore, 


1 
= — ате 
ф > g 


Р ГА 


Ту = (s — s) sin фсоѕф, 


АНГЫ Т -1- — r w -—— - 一 


А РА эт, = Ey 73 2 ЖЧ i — 71-2 E CORE D. o 93A З] EE 
BRER, ИЖС. На 
иене 2p( As, — + AB ), 


(4.8.7) 
= 1,2,3. 


іс Ae; 的 修正 量 为 As, = As; + Asi ,出 基本 很 定 i) 可 知 , 对 于 
m — 25243 t (c; 22 о), Ж 

АӨ’ = AB + Ae! , (4.8.8) 
Ah. (4.8.7) , (4.8.8) 9744 о, 的 收 正 量 ci 

o; t жалы ín ~ pt 
n" H _— 1 Ti ди 
= # + 21 (Ав L as’) р'"+ 
— pH + + иде] 一 pen 


应 取 为 零 ， 但 是 实 奈 上 裂 禾 由 形成 到 达 一 定 宽度 必然 有 一 个 发 展 
过 程 ， 并 不 是 瞬时 形成 的 .因此 在 数值 计算 中 需要 引 人 某 个 弛 队 
ATF £L OXX4 HOXSTGEHRECTOGRCOS 
£ — Е - 
p m 1 一 КА: ‚ІРУ A ht, (4.8.9) 
Ü МЕРЕ АЕ, 

式 中 表示 裂纹 出 现 的 了 时间 , АХ ^АРТЮНЯ (k > 1), 
它 同 材料 的 性 质 有 关 , 表 示 卸 微 的 时 间 步 长 数 。 达 样 ,我 们 令 
tl - Z Jo, (4.8.10) 


ac 
由 此 可 以 解 出 
ДБ} 一 2 Gp — pn — 59), (4.8.11) 
H 
其 中 р" 用 (4.8.2) 式 计算 ， 人 修正 量 3: 为 
rsi ин 4 иде А 
3 


2 | (4.8.12) 
(roma M адај G D. 


28 — BÉ JA EUR BLA BUR Er, 66 A ЖДИ W СМЕ 
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X. Sure al Bs R Inf 
Е} — > (As! )" (4.8.13) 


称 之 为 裂纹 的 “宽度 "， 在 一 维 情形 ， 裂 纹 的 真实 宽度 L, 可 以 用 
E! 表达 为 
L == Ах + Et, 

其 中 Ах 为 网 格 宽度 . 

ш Е! 完 0 了 时 ,表示 该 型 绞 已 经 闭合 ,这 时 令 Е = 0, 以 后 的 
计算 按照 没有 犀 玫 的 物质 进行 ， 妈 裂纹 完全 愈合， 

如 果 三 个 主 应 力 分 基 中 有 两 个 分 量 同 时 达到 抗 张强 度 (《 例 如 
дыз > 6) 时 ， 我 们 称 之 为 第 二 类 裂纹 ， 这 时 必须 同时 引信 两 个 修 
正 基 (例如 Ael), Ae 的 修正 景 为 


АӨ = AO + Asi 十 Asi | (4.8.14) 
ÆR D 分 量 1 了 Жу” 
amu == Боо, (4.8.15) 
于 是 ,由 (4.8.7), (4.8. 10), (4.8. (эя: 
As -— 1 "LM T) + AG 8H + Eo), 


Asi = 一 >. Gt cr 2:7!) 十 一 2n 3 (p aH бо), 
(4.8.16) 
ШЕШ > 
т}! = д! — 2 p( Así + Asi) + 28482, 
2 (4.8.17) 
f t =! 一 " p Agi + Así), 
至 于 Fit = h 或 (z. == др 的 情形 ,也 可 以 得 出 类 似 的 公式 . 

当 兰 信 主 应 力 分 量 全 部 达到 抗 张强 度 , 即 ma 22 оо 时， 称 之 
ЕЕ. 在 这 样 的 情况 下 ， 应 力 张 量 的 所 有 分 最 均 应 调整 
为 零 , 这 桩 的 物质 单元 类 忆 于 未 被 压缩 的 泌 粒 ,材料 的 性 质 已 经 改 

1) (4.8.15yA m, оу 表示 are пун, AFA. 
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Ж, REWERA. 

MERMA B80(4.8.11)5581(4.8.16 55 ИЖ. ХА, НМ 
压力 p^". 在 (4.8.2) 式 中 ， 要 求 给 出 maa, ЕЖЕ = 1 
т, ЕН | 

e't! == Ө” + АӨ (4.8.18) 
及 A6 一 A8 5) дЕ, A 


©! — Oks T АӨ = ө" + AP 


+ S (Aay = et + S Et, (4.8.19) 
FEY | 
ЖЫ ="! — У, El. (4.8.20) 


f 
E LIS I ACCES 
As 一 一 2 [7* рО — Así, е) — 5%], (4.8.21) 
É 
式 中 了 一 tt СЕ)". BEBO РО, e) — M DUE 
是 3 的 非 线 性 困 数 , САВ.) РАДІ Aef 的 非 线 性 方程 ， 


可 以 用 Newton ЖА, 
HFE LEE p ISI Tia 22 0e) ,(4, B, 16)sX (528 


As{ = — d (2e) + Š [Piy — Así 
2н 2pm 
— Ае! ‚е) T Eco], 
Asi = — 1 (p + 21") + (р — Ael 
2g 2g 
— Ael ,e) + Co], (4.8.22) 
此 处 w = Q4 СЕ) Е)". 上 述 两 式 Así 和 Aet 的 两 


个 非 线性 方程 。 汐 了 简化 选 代 过 程 ， 仿 Ar 一 АЕ! + As), Ж 
《4.8.22) 的 两 式 等 号 两 端 分 别 相 加 , 郧 得 


Ды! == 一 Gr ++) 十 >. (P — Ar, e) + tos], 
B 


(4.8.23) 
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— q 


Err ss popr-4A"n ni GO- ' 


ХК T —1 ЖАШ As! 的 一 个 非 线 性 方程 ,可 以 与 44.8.21) 式 
一 样 用 Newton 选 代 法 求解 。 算出 Ae! 之 后 ， 再 由 (4.8.22) 式 算 
出 Así, 

至 于 迭代 初 值 的 选取 ,可 以 报 据 近似 线性 关系 


. 2 , 
p == — (a + 7 “) Ө, 
其 中 1 是 材料 的 Lame 90, HQ 2 238. 
pn = pt — (1 + = a Jag, (4.8.24) 


ХР — 28 02 E, p (4.8.1 D 8 


АЕ! = — - ! 
À 2g 
它 可 作为 (3.7.21) 式 的 夺 代 初 值 . 
对 于 第 二 类 裂纹 ,由 (4.8.16) 式 可 得 
БЇ == lo _ 
2(À + nu) 


[sZ — p^" — Боо], (4.8.25) 


Lt! + я — 2(p"*t + 60%}, 


(4.8.26) 
它 可 作为 4.8.23) 式 的 迭代 初 值 。 

下 面 给 出 几 个 数值 计算 实例 ， 

用 寞 所 算法 计算 拉 伸 断裂 , 首先 必须 给 出 材料 的 抗 张强 麻 со. 
断裂 判 据 的 形式 也 可 以 改变 ,例如 Tuler，Butcherf 1968) 的 文章 中 
的 动力 学 判 据 也 可 雇 使 用 , 这 时 只 须 把 (4,8.10) 式 的 со 改 为 断裂 
开始 时 的 最 大 主 应 力 €. 除了 用 应 力作 为 判 据 之 外 ,也 有 用 应 变 
作为 判 所 的 ,这 时 要 给 出 某 个 应 变 极限 e, 至 于 常数 名 的 选取 ， 可 
根据 具体 模型 而 定 , 友 值 取 得 好 ,有 可 能 提高 计算 的 精确 性 . 

模拟 算法 的 优点 是 还 辑 过 程 清晰 ,计算 公式 简单 ,能 达到 一 定 
的 精确 度 。 下面 列举 的 是 两 个 比较 简单 的 实例 ， 

1 = 

如 图 4.8.1 所 示 , 上 下 的 边界 表示 充分 东 请 可 以 自由 请 移 的 刚 
性 管 豆 ， 管 内 放 再 块 紧 贴 在 一 起 的 树脂 板 和 和 铝板， 树脂 板 齐 1 sí 
Ж, SHARES 0.4 MEK, 假定 在 树脂 板 左 端 阴 形 部 分 ( 约 0.04 厘米 
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ue Da ra a E LI I" 


аА 


ef 


* 
HER + 


E: 


TM x О 
0 1 1.4 (EW) t 
BD 4.8.1 图 4.8.2 
一 堆 层 列 模 型 示意 图 《+ = 0) y| hg НЫ 
{比例 3:1) 


厚 ) 给 定 一 个 如 图 (4.8.2) 所 示 的 脉冲 能 源 ， ЕЮ, 
见 出 现 十 万 大 气压 以 上 的 强 冲 击 载 苟 。 高 温 使 栓 脂 板 堪 端 迅速 汽 
化 ， 当 冲击 流通 过 银 板 到 达 有 端的 自由 面 边 界 之 后 ， 反 射 一 个 强 
稳 醇 访 , 同 左 端 传 来 的 稀 醇 波 相 筷 作 用， 使 锯 板 中 出 现 拉 伸 断 弄 ， 
假定 龟 板 的 抗 张强 度 o, 29 2.1 万 大 气压 。 图 (4.8.3) 表 示 用 模拟 算 
法 算出 的 在 :一 2.76 微 秒 时 句 板 内 裂纹 的 分 布 , 表 4.8.1 列 出 用 模 
扎 法 和 网 格 分 离 法 计算 结果 的 比较 。 从 表 中 看 出 ， 两 种 算法 得 到 


El 4.8.3 
‚== 2.76 MD BUR AP f 3:1) 
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№3451 BHEGE ROBUST ЕТИ ЕНИ 


wamap) | 80808) | 裂纹 宽度 ( 原 米 ) 
G = 2,76) (z = 2.76) 


u элеш а 


0.005 
0.005 


UMP 


| 
| 


RR IL h 


0.093 


ЕЕ. 


0.003 


ВУ Г ЗАУР, 5355 БУ IE 5х ERBO AR. JE d T H 
EA = 1, ХЛ А ELERA ЕЖЕН. 因此 模 氛 法 的 计算 
结果 把 裂纹 扩张 的 时 间 人 为 地 提前 了 一 些 ， 也 就 提前 了 以 后 各 条 
裂纹 出 现 的 时 间 ， ХАН А ВЫ. 


РА +.8.4 
mE МЕ. СЕ 
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2 — BH Кане 

图 4.8.4 EE — КАА К ул ЖЩ. Жн z 轴 是 对 称 轴 ， 
ное —4JÉ ing 08998 3A , L 1 厘米 ,直径 为 + 昔 米 ， 右 端 外 层 
紧 讲 着 一 个 塑料 圆 环 .初始 时 刻 ( = 0), 堪 问 被 一 个 同样 直径 的 
HE CAR 0.08 ИЖЕ ЕЕ СЯ 4.8.5). ЛЯ 
ВЕТ Е НОЕ, ЮНА, 
在 错 块 内 立即 形成 一 个 4.5 万 大 气压 的 平面 症 击 波 . ВАН 
roy 
2 


0,2 бй 1.2 xONGEO 
Н 4.3.5 | 
初始 (r = 0) REREH 5:1) 

kip JF E. ЯШ RB ДЕ КИ. ЕН ИВА, АЕ 
在 平行 于 * НЕБЕ. ТЕТЕ ШОШ ИЕН ЯК ЭТПЕ И Ei 
EH ERES] и РАЈ ЛЕВ ШЕ u Zo А ВОВЕ ВЛА ВЕ, (НЫ 
Hi WAA 8 УБ (ШП 4.8.7 所 示 )。 图 4.8.6 和 4.9.7 显示 了 
用 模拟 算法 计算 这 个 模型 的 结果 .图 4.8.5 JE ptem SL (235 
К). 图 4.8.6 和 4,8.7 o H3 г — 1.2 微 秒 和 +; 一 2.6 微 秒 时 的 型 
ЗЕ. TER rhE K = 1, 
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(rs TOR ХИМ аст =; (utum 
Ех zr 9'0 2'0 


Cris AEE IERM T =I 98v Bd 
GEEIX vl MU 2*0 
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Я Euler fü Lagrange 相 结 合 的 方法 


前 商 已 经 分 别 介 绍 了 Euler 方法 和 Lagrange 方法 以 及 它们 
的 应 用 ,这 一 章 要 介绍 的 方法 则 是 这 两 种 方法 的 基 种 结合 。 Euler 
方法 和 Lagrange 方法 虽然 各 有 其 优点 ， 例 如 Euler 方 活 的 网 格 
RE. КРАЈ 5р, Lagrange 的 网 格 则 骸 在 流体 内 
与 流体 一 起 运动 ， 所 以 它 能 清晰 地 计算 出 流体 的 界面 ， 清 楚 地 反 
ЕРА 5205 5А mT. BERNADA ARA. Вц 
Euler 方法 中 物质 的 界面 不 能 精确 地 确定 , 而 Lagrange 方法 则 不 
能 处 理 澳 称 和 大 酷 变 的 流体 运动 ， 特 别 是 后 者 常常 引起 网 格 相 交 
致使 计算 不 能 进行 下 去 .因此 很 自然 的 想法 是 如 何 将 Euler 方法 
和 Lagrange 方法 两 省 结合 起 来 ,使 之 兼 有 两 者 的 优点 ,而 避免 两 
者 的 缺点 ， 这 也 是 计算 向 题 范 团 的 不 断 扩 大 和 研究 问题 的 不 断 深 
ABAR., 在 这 方面 ，Nobh (1964, 1956), Hirt, Amsden, Cook 
(1974) 都 作 了 和 尝试， 实际 上 在 Euler 网 格 上 采用 Lagrange 质点 
或 标记 的 PIC 方法 ，GILA 方法 等 也 都 可 以 看 成 是 Euler 方法 和 
Lagrange 方法 的 结合 。 在 这 一 章 里 主要 讨论 的 是 Hin, Amsden, 
Cook (1974) #  ИНЕЖ Lagrange-Euler 方法 (简称 ALE У). 
它 可 以 象 普通 的 Lagrange 方法 一 样 , 让 网 烙 榜 在 流体 内 和 流体 一 
起 运动 ,或 者 像 Eue 方法 一 样 , 让 上 网 格 固 定 ， 它 也 可 以 让 网 格 雇 
任意 方式 运动 ， 因 而 有 一 种 连续 好 重 分 疯 格 的 能 方 。 它 和 纯粹 的 
Lagrange AHE, 有 更 大 的 优点 ， 它 可 以 处 理 较 大 畸变 的 流体 
运动 ， 而 义 比 纯粹 的 Euler УБЕ. АНИ 
RRRA. 则 可 以 计算 从 低 访 速 到 高 流速 和 的 任意 流速 的 运动 . Am- 
sden, Не (1973а) 根据 这 种 方法 编制 了 题 为 YAQD1 的 程序 。 妃 
热 这 种 Euler 和 Lagrange 结合 的 方 其 还 需要 进一步 研究 和 推广 ， 
但 是 它 的 优点 是 很 明显 的 ， 这 种 方法 及 是 研究 流体 运动 的 一 种 有 
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用 的 工 瞄 ， 


S; 积分 形式 守恒 方程 的 离散 化 


ALE 方法 是 从 流体 力学 的 积分 形式 的 守恒 方程 (1.1.8) 一 
(1.1.10) 出 发 ,并 县 进行 离散 化 ， 它 的 网 格 形 状 原 则 上 可 以 是 住 意 
多 边 形 的 ,并 且 蚌 能 够 任意 活动 的 密度 о. Е Е САИ г), 
EJ Р PRSE CUL fe RRE LER S ro MER a= (и, v) E 
ДЕРЕ BAUER F. 网 格 中 心 的 坐标 可 雇 取 成 是 网 和 客 各 崩 点 坐标 的 
算术 平均 值 。 下 面 就 性 意 四 边 形 的 网 格 讨 论 如 何 对 方程 (1,1.8) 一 
《1.1.10) 中 各 项 进行 离散 化 近似 . 

用 £281 кланом 7 хк КЬ, 
汽 子 书写 方 使 起 见 , 这 一 节 蜂 简化 附 标的 记号 ,用 1,2,3, 4, een 
ЕК НА, FH O, A, B,C,D,…: 表 示 网 格 的 中 心 ， 这些 
点 的 位 置 见 图 (5.1.1 )、 如 果 用 第 二 章节 1 中 所 说 的 第 二 种 网 格 编 


8 
9 1 
Г 6 
^i = 


№ 5.1.1 НАРАН ЕНЕДА 


НОЕ, SUE tpa Ro 代表 的 是 К;-14-+, Вл 表示 的 是 Ris, 
++} 等 等 ， Е Ау R, 表示 Кд, 同时 约定 1 一 1, 2, 3,4 ЖЕ 
环 府 标 , 即 当 上 一 4 时 ,7 НТ, ИМ 1 = 1, 1 一 1 一 4. 
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方程 (1.1.8) 一 1.1.10? 中 有 两 类 反复 出 现 的 积分 : ”一 类 是 在 
区 域 OQ 上 的 积分 


|] ef2arraxdr, 
另 一 类 是 在 区 域 边 界 上 的 积分 
NEC 一 D) > n?zrdi, 


其 中 了 可 以 是 1, u, o, Е. 由 于 离散 化 以 后 密度 、 能 量 的 信和 还 
度 的 值 不 是 到 在 同一 点 处 ， 因 此 在 积分 的 时 收 , 积 分 区 域 AO) 的 
BEAR. 

首先 讨论 质量 和 能 量 守 恒 方 程 (4.1.8) 和 (1.1.10) 的 启 散 化 ,这 
时 积分 区 域 OG) RRR Qu), REH. Rio Ra Ry, К. BARR 
的 区 域 ， 于 是 对 体积 积分 的 各 项 可 近似 离散 化 为 


| ,Plonrdxdr = pofo Vy m Мор, (5.1.1) 
其 中 V, 和 Mo 分别 表示 区 域 QU) & x НЕ ПИВО ME PER UE 
FAAR. НЕ Е АЈ Euler 方法 一 样 , 这 里 也 要 着 
重 讨 论 方程 右 闪 第 一 项 即 输送 项 的 高 散 化 近似 ; 
—|„ еба D) > nardi 


* 
= — 2 (ofninn (5.1.2) 
{= 


其 中 Cof)ira, iua 分 别 是 ef Ж w = (u — D) п ТЕ W Я 
Е.К. CRESI, ызы 则 是 ЕК 绕 x 轴 证 转 而 得 的 旋转 面 
面积 ,对 于 wasa 可 有 取 近 似 为 
Ни, tat Я 2 Cri + ria) Ge: 十 gua — D. 

— Da) ` (rna — ri) — ( v; + ti — Dpi -一 D. 12 

"(xa — rl, (5.1.3) 
其 中 D., р, Ин 上 的 分 量 ， 对 于 tp 有 in， 如 果 取 商 
边 网 格 中 心 量 的 平均 ， 则 相当 于 在 炬 形 网 烙 中 输 径 项 的 通 近 取 中 
心 差分 ， 这 时 格式 是 不 稳定 的 。 因 此 一 前 采用 贡献 网 格 插值 
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Cona 一 = (1 + запозна loh 


+ ” (Е 一 запаля зе, (5.1.4) 


HXI F i= 1,2,3,4, НГ = 4, B, C, D. ҖЫ 
EAR БЕТЕ EF), SUDBSI—T—mS 
步 长 问题 ,如 果 在 = 点 的 速度 为 wx, BAERE A ру, Ж 
х = 处 的 流体 ; 当 wi т> 0 时 ,是 在 区 间 [xx 一 Аг, z, 1 ЕАУ 
部 份 (参看 图 5.1.2), mH =, < 0 BF, 则 是 在 区 入 xu. x+ — w | Ди] 


上 的 一 部 份 。 所 以 无 论 那 种 情况 , 总 可 以 用 x 一 一 > и, А: 点 


ЖЕКЕ ЖИ Жа НЕ, В Еру ИШДИ ЕШ ЛЕ x* 二 xi 一 " 
нь: 点 处 of 的 值 为 


-oa 


Xk_L K. Akat 
图 5.1.> «m0 时 ; ШУ xa ta eE 


1 M 
хы (x 一 5 Ar) 
Cof) = —— — (eaa 
Ted — 04-4 


) 
X, — НЕТ — +r,_ r 
(a — Lua) aa 


X444 — xa. (ef), + 
1 ( sAr) 1 ( нъ 
一 一 | 上 十 | (ор), а + —{1— *— ) 
2 Ат Cof), i 2 Ax Cof) +4. 


ЗХ ТУА У З НЕ У Н 0 ЕН А Dx, ЯН 
RAE НЭ — ВП ЕСК ER Ar, WE 
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一 


Се: == т + йлы ЙМ Dki pofo 


lov 
z 
+ 1 | таъаб | "UM (5.1.5) 
nu + V 


ЗЕРЕН АЛ 0, ОНЗА РАЕН y AX ЕРА, АНТ 
散 项 。 因 为 如 果 将 (5.1.5) 代 人 (5.1.2) 中 便 得 


EC — D) : n2=rdl = — > 


1 LL LEN SU] 
xÍ rir = = 一 一 一 fl TL. 1  — Í | 
2 (ро ; p fi ) изу, (р h Po a) 


ü i 
X WT yif E15 


其 中 


zl Ar Pala — бїз _ f ні 


pofo = pefe 
(V, + Р.) з | 


(V Ves ™ 
和 


вів — pofo fy 7 ol, At Рај: — polo 


(Fa + Va (V. + Vp3/ sa 
ZEB UA VELIS ‚ЕСН RS BL IE EE E РАШ iha ИРУ ВОД, 


其 扩散 系数 为 二 ам, EEN. 
在 ALE 方法 中 把 以 上 两 种 插值 公式 结合 起 来 为 


(of iia = " (1 + Ула) Polo 


i I fu 


+ " (C1 — Yusj)orb:, (5.1.6) 


其 中 


uwa (5.1.7) 
PL Fa + Fr) 


m, бо 为 两 个 可 调 参 数 。 很 明显 , 当 оо 1, B= 0 Bj, (5.1.6) 
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Тылы "= зп н hr + В 


当 于 贡献 网 格 法 ;而 当 四 一 0, 应 一 时， 就 是 内 播 公 式 45.1.5)- 
由 于 当 а = 1 有 时， 引进 的 人 为 扩散 项 比较 大 ， 所 以 一 般 取 0< 
С = |, 

对 于 能 量 方程 (1.1.10) 还 有 作 功 项 的 离散 化 ， 


4 
| ра + n2=rdi == 一 > | Ры алайы» (5.1.8) 
Ө 4 {= 


其 中 网 格 边 界 上 压力 的 插值 可 以 采取 边 界 两 侧 网 格 上 压力 的 算术 
PH, 
Pida = 5 (P, + bi), 


也 可 以 采取 以 质量 为 权重 的 平均 
Mfr + Мр» 
М+М, “ 


法 向 速度 sa ХИН Е АНХ 


M iD IT НЕТО > (ri + rial (ш + ны) тты 一 ri) 


Рана == 


— (р viu ma — x). (5.1.9) 
有 时 能 量 请 程 也 可 隐 取 关于 内 能 < 的 方程 (1.2.69) ,这 时 就 出 
现 
И. Pdiva2zrdxdr 
一 项 .首先 将 它 近 似 成 两 个 通 略 积分 之 和 
一 上。 zdiva2rrazar Ра ji + 5; ru ) 


Lh Өх r 


X 2лгахаг = 一 如 | ?яғийғ + e| 2nrvdx, 
ag.) og, 0) 


gi 
(5.1.10) 
右 端 两 个 通路 积分 可 以 分 别离 散 化 为 


4 
— E x 2 
Р, oo ixrudr => 2 Po 之 【 Кашы) Fla ri) 


1 


= Š pa аба riaa) (5.1.11) 


{=l 


.211 ` 


Apk га Я 


A 


+ Pe | 2770 == > Pa >, (+ era Cri 十 гу) 
{=1 


32, 
x (хы — xi), (5.1.12) 
后 一 个 积分 也 可 以 离散 化 成 其 它 形式 ,例如 


+ 
Ра | Zzrudx == про > | Cerri 十 visti xia — xD 
80.0 wa 


4 
一 про У) (ы — xa). (5.1.12)' 


最 后 来 讨论 动量 方程 (1.1.9) 的 离散 化 ,由 于 速度 分 量 *，* 的 
值 取 在 阅 格 角 点 上 ,因此 在 求 R, 点 速度 的 时 候 ， 积 分 区 域 应 取 成 
由 К», Ё,, Re, R, 四 点 围 成 的 四 边 形 区 域 。 这 样 对 体积 积分 的 
一 项 可 以 离散 化 为 


NC xurdadr % а Mi, (5.1.13) 
sn EE M 近似 取 为 
М, = Ob + M; + Me + Ma), 
A Ems TB БЕ Se (E. E A БЖП(5.1.2)—ЖЁ RI 
SML — №). n2x:di 


+ 
Ru 一 > prety ad Tuy кения зи + (5.1.14) 
=] 


ежи #=1,2,3,‚4+,[ i = O, D, E, A, 向 时 
т 
UH ado iau ni) РИ > (rag 十 rpn) [йш 十 а 
一 D. — Юкмы ки ны Ро | — Loa + vrn 


uu Dia m D, si iy JE А — хи], 


JU Мы ричи) fk zx K (5.1.6 БУ й, ЯП üa 的 平均 
Ua ua) 77 а + ra aui) Ub (1 — Ум ии Яны. 
(5.1.15) 


|» 2127 


现在 


WD a) 
Tiu) “= essgn(se s), ЖЕНЕ + ñ, 7р " 
I 


А Per! НҢ т ЖД TELA BUTS 
一 |， 22. 2=rdxdr == — 22 Prdr 


* 
п У) (гы — r), (5.1.16) 
i~i 


-İf ӘР 2xrdxdr == 2, | Pdx 
2, 9 өй, 


r 


== mr, >; Вы жачь 77 Жм), (5.1.17) 
= 
后 一 个 积分 有 时 还 先 化 成 


一 (i др Zmrdxzdr = 一 2 || (2r — Р) dxdr 
2, Өг "n ðr 


= дл " рейх + 2т {, pdxdr, 
因而 也 可 以 离散 花 为 


1 
-l др Amrdxdr = lw У Pie i (rius T+ rz) 
2. Or 2 


i=l 


4 
X (хи — ty) + 2x >, Вы ий а)» {5.].18) 


其 中 加 ,wzu-n 表示 由 Ri, Ки, Ram 图 成 的 三 骨 形 的 面积 ， 
这 样 我 们 也 把 (1.3.9) 一 (1.3.12) 中 各 项 的 离散 化 表达 形式 都 
GEET. 


$2 АЕ Jj š 


ALE 方法 和 PIC 方法 等 一 样 也 是 多 步 的 ， 一 般 来 说 分 为 三 
步 ， 第 一 步 是 显 式 Lagrange 计算 , 即 只 考虑 压力 梯度 分 布 对 速度 
和 了 能量 改变 的 影响 ,在 动量 方程 中 还 力 取 前 一 时 刻 的 量 ,因而 基 显 
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APR. мона, ей PRE 
РОЖЕ КЖ, Хх -— p ERREA УАН 
计算 低速 流 的 能 力 , 在 高 速 流 的 计算 中 ,这 一 步 是 可 以 省 覆 的 。 作 
为 纯粹 的 Lagrange 方法 ， 计 算 到 这 一 步 就 完成 了 .如果 不 采 用 
Lagrange 格 网 (无 论 是 采用 Euler Ж ЭЛЬ ЕЖА ЕШ Ж 
Ш), 则 需要 第 三 步 的 重新 划分 网 格 和 网 招 之 间 输 运 量 的 计算 ， 在 
这 一 步 中 为 了 保持 计算 格式 的 稳定 福 。 对 一 些 桂 值 公式 的 选取 要 
特别 规 以 注意 ， 下 面 介 绍 第 一 步 和 第 三 步 的 格式 ， 至 于 第 二 步 主 
并 是 达 代 ,有 闪 趣 的 读者 可 以 参考 Hirt, Amsden, Cook 《1974) 的 
文章 和 Amsden, Hirt (19734) 关 于 程序 YAQUI Ji. 由 于 本 
章 不 讲 第 二 步 ， 故 下 面 把 第 三 步 称 为 第 二 步 ， 

第 一 步 是 显 式 Lagrange 计算 .在 这 一 步 上 解 的 是 方程 
(1. 3. 10) 一 (1. 3. 11) .由 于 是 Lagrange 运动 ,所 以 每 个 网 格 的 质 
X Mjil4+1) 不 变 , 首 先 解 动量 方程 ,利用 (5. 1. 13), (5. 1. 16), 
(5.1. 172 8118 


Мы ба биа), = яр, ааа еа) 
+ фу Сеа raa) T Раны Рн) 
+ P aria 一 rii), (5.2.1) 
Мы dA —À = arpal Pj-ka-h xia Tjek) 
Ра хр 一 Xia) T Pika hl; — Хун) 
ря 5р4) 1, (5.2.2) 


Я Е“ ~ ВЕ Б РАЈА, Gu LATHE 
ГЫ, ПП 


1 
(ш) — u; Cl — ase) + а, 4 (tin coUa 


На T 0), 
an 2 ЕАН, Ча» м 0 PJ, R РУ Е ВЕ 
A263" RET. 
(5.2. 181 (5.2.2) 是 对 于 内 点 R; 的 方程 ， 即 7 一 1，2 
1—1, 下 一 1;2，……, 天 一 1 对 于 边界 点 ,就 是 7 = 0 ҢА J,k = 0 
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EKR, 积分 区 域 当然 型 有 所 改变 ， 例 如 在 Rolk 1,2,---, 
KK 一 1) 处 建立 方程 时 ,积分 区 域 取 作 以 Rues Rozas Ros Ror- 四 
个 点 为 顶点 的 四 边 形 ， 在 区 域 的 四 个 顶点 Кн, Ror R pas Ёк 处 
建立 方程 时 ,积分 区 域 唱 取 作 三 侧 形 ,例如 对 于 情 jn, 积分 区 域 取 
Ш Е, Rjas Rj 为 顶点 的 三 第 形 。 如 图 5.2.1 所 示 的 阴影 区 ， 


图 5.2.1 


ТЕ Ж FQ - 1, Zy", K — 1 处 的 动量 方程 为 


fk — (to, 
м ба бәл). == 一 w fo. A ria — rk) 


+ р, &(ria — д.) + Phak „кын — ria) 
+ Poe ra 一 rian), 


Pag — (e, 
M, бык Са) = 2zroAL Рик ЖЕ ku хо) 


+ Он хока) + Ра, дъ Схода — fy) 
T Po, жо, 一 zora) l, 
在 点 Rp 处 的 动量 方程 为 


Пра Ойу) 
M joe — Аг == 一 w[?,-Xar)a — 15 a) 


+ РЬ ты m rj) + Py SET 一 t54)1, 
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М үл ба Ае) = 2xr pol Ру ор — xj aa) 
+ Раја — xs) + Po kA — а, 
上 面 各 式 中 的 边界 压力 Роа, Pko РАЕН 
类 型 来 取信 ,例如 自由 面 边 界 上 的 下 力 可 取 为 0, ARAR ERSTE 
力 可 取 与 之 相 邻 的 内 网 格 的 压力 等 等 . 
计算 #5 后 ,还 需要 根据 边界 的 不 同类 型 对 边界 速度 进行 处 
ШУА Ее, ЛЕ РЕКАО 38. ВЕ г № 
SXEfTEJ,B a = 0, ЕТ x 轴 平 行 时 , 风 zy = 0, 
利用 (5.1.1) 和 (5.1.8)7， 对 能 量 守 恒 方 程 (1.3.11) 进 行 离 散 化 ， 
得 
Mika Cei ЛЕВЫЕ == = I£i-ka (ria ct геа) 
" [Gha b Lauri — ria) 
一 发 好 是 十 Pia) rau 621 
+ Pior- riea T гаад) Суад 
十 рада) Сера fint) 
— (2j i4 + Di ka) СЖ aua 一 žial] 
+ pita raa + rpa) ° Cia 
+ Baal rai — град) Сіра 
+ ПРЕ ЄЛ — rzjaaa)] 
+ Pha raa c ral Ойда cr 84) 
X(ria — ria) — (jani T б) 
х (ху Pina) ]}, (5.2.3) 
ERMEL ЕКШЕ JJ u] P] EZ x BS SUL ELS 27 ЖЖ 253 9, 
以 质量 为 权重 的 平均 . 
最 后 求 出 网 格 和 角 点 运动 的 位 置 
Fae TE ja E А, 
fug = ri, T АҢ 
和 每 一 个 网 粘 的 旋转 体 体积 六 -4-#，。 并 据 此 求 出 密度 
‚216, 


Bj-ka-3 МА-А $, 
这 和 祥 就 完成 了 第 一 步 的 计算 . РБ Lagrange 观点 来 观察 流 
场 的 变化 ， 那 么 整个 计算 就 结束 了 . 
第 二 步 是 重 分 网 格 和 输 运 量 的 计算 ,关于 划分 网 格 的 问题 ,我 
们 将 在 第 四 节 中 叙述 ,这 里 上 只 假 定 在 1 — zi 时刻 给 定 了 格 网 , BD 
ETARE A rrt), $9 0,1, J. k = 0,1, -,K, 
于 是 得 到 网 格 的 速度 


"di 


m "+L п 
D?" = “£ — Zk Dr = ThE — Fk _ 
; А i 


Ar At 
m] HCS.1.3), АР = 1, 2, 3, 4 Ж e; 4; -$o fg ара, 


&-k, fU Ви Wik Фр. И I = 1 对， 得 出 
=. & 53. П === FOT d 十 тр ЭЛЕС £ + "T £ 
— DZ, — о; к, А — rk ) — (Pk F Diak 
— DP Ор УСА — я 13], 
S S. МЛЯ ERU ed АХ (.1.6)€5.1.15) ,然后 根据 
(5.1.2)Я01(5.1.14) HA a ЕЕЕ, ГЕТ АНУ 
定性 ,在 计算 输 运 量 的 时 候 , R BL ЖО B — РИ ERO FERE. 
首先 起 计算 质量 的 输 运 ,从 而 得 到 网 格 Q, 1, ЕЮ 


MT a 4 = МР а Ar м La par 


xt +y] Bia t O = ri a бин] 
+ os А-у - p НИЯ А 

+ 0 — rph NON ue M 

X 一 а + У аа) i-p} 

pa mpl eet, 1 

x [1 + А-а + (1 —YA Gail } 
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———— нет tar ии ай кирир Ирлан араан а нин ооа 


于 是 就 得 到 


Piga 一 УҢ. aci 
其 次 是 计算 能 量 输 运 量 和 网 格 上 的 总 能 量 
M 1-3, k- $ 


kt "2 MUS, 


At » wt. "uu 
5-1 iC j- 
Ма-а i-i 
1 
Хи )6-ka-yË yay 
+001 20-а рф] 


1 


Д И 
1 

X 4IO + 7-4) 5-3 4-3 В, 34-3 
+ (1 一 Yia-k)6 1. 48, 14-4] 
+ E А-а 

p + ут L- DE 3a-8É; 34-3 
+ — rja pa а 

wk. АД 
ха + БАЗЕ, ka 
+а- THLE) PE 

然后 计算 动量 输 运 量 和 网 格 角 点 上 的 速度 分 量 . 


"+1 ¿a Mis -— A = = 
uL fink Mri PIT leri UT Pi-k.t-$ 


тї + g Ua. + (1 у? ау 2-4-1] 


+ РГЕ А-А Pitk- 
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1 
x y (а + "= mi i Maa + (1 um 74 ба-а] 


“+ 
nd es d jl. ++, tk 


x zu T T OL + (1 — T, кър) ка] 
АКЫЛЫ E 


Зва + 7 ыыы, 


Mf, Аг 1 
vio PN" Pr — Mr fw I ER- У 上 2 
x((1 + v; два CE — 775 -}4- ETEN. 


nan каба 


x t + r аа-а) + (1 = y), ка] 
шы ын И УУ 
x 十 Tt. dps £ + (1— TH бы] 


+ “нн Pj- 4+3 
x ta + r? М! ,十 去 ЭР, £ + И — 33444) 712. вн. 
Е Вр 

"aea нее = (ula Fla Ра 

+ н}, в Над + Vi T CHR + viaa). 

最 后 ,利用 内 能 er, x4 和 密度 Pak 从 状态 方程 求 出 压力 
Р а-а 

这 样 , 求 出 了 :一 ti ЈА ЕШ, ALE 方 法 的 一 个 循 
环 就 算 完 成 了 ， 
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$3 ася Е Isa SFIB EA IR TX 


ALE 方法 是 从 总 能 措 守 人 恒 方 程 (1.1.10) 出 发 建立 差分 格式 OR 
Hi ES SAU Е E, -二 到 来 ,然后 碱 去 网 格 的 动能 ,最 后 得 到 
阅 格 的 内 能 e; -4 二， 前 面 介绍 的 PIC 方法 , GILA 方法 等 则 是 直 
摊 从 关于 内 能 的 非 守恒 形式 的 方程 出 发 建立 差分 格式 ， 求 出 网 格 
的 内 能 。 一 般 说 来 ,在 建立 流体 力学 方程 组 的 差分 格式 有 的 时 候 , 对 
БЕ Е ЕҤ РИМ НО. ”一 种 是 采用 关于 总 能 量 ( 妈 内 能 
与 动能 之 和 ) 的 守 答 形式 的 方程 ; 另 一 种 是 采用 关于 内 能 的 非 守 忆 
EREHE. УРАНА ЛЬ, РИ ВЕ «НН ЛВ 
式 ( 下 面 称 之 为 守恒 形式 的 差分 格式 )， 而 对 非 守 乙 形式 的 方程 建 
立 的 差分 格式 (下 面 称 之 为 非 守 午 形 式 的 差分 格式 )， 则 往往 不 能 
保证 总 能 量 守 恒 ， 可 基 如 果 采 用 守恒 形式 的 美 分 格式 ， 得 到 的 解 
基 总 能 量 , 因 而 必须 从 中 减 去 动能 才能 得 到 内 能 .在 实际 计算 中 ， 
由 于 格式 的 精确 度 , 有 时 会 产生 在 局 部 网 和 格 上 总 能 量 小 于 动能 , 因 
而 导致 内 能 嘲 负 的 现象 。 因 此， 许多 和 作者 都 不 采用 守恒 形式 的 差 
分 格式 来 计算 能 量 , 特 别 是 在 解 磁 流 体力 学 方程 组 的 时 尽 , 那 里 总 
能 量 基 动能 、 内 能 (有 了 时 还 分 为 电子 能 明和 离子 能 盟 ) 和 梯 场 能 量 
之 和 ,并 且 磁 场 能 量 和 内 能 相 比 较 可 以 相差 好 几 个 最 级 ,因而 不 可 
避免 地 要 对 非 守 醒 形 式 的 方程 建立 莹 分 格式 。 所 以 有 必要 研究 非 
守恒 形式 的 差分 格式 的 能 县 守 忆 的 误差 .特别 荐 要求 建 开 一 种 保 
WE АА ВЕ ВЕТЕР АР ЗЕЕ РЕ, ХЕ 
分 格式 Попов Самарский (1969) ЖКУ ЖЕЙ К JSE ВАН ДЈ 3m 
НЕ”. Se IH IHJ E E Ж АИ, ВНЖ 
身 也 只 是 近 亿 的 。 和 建立 近似 的 差分 方程 一 样 ， 可 以 建立 不 同 的 
和 近 们 的 能 量 守 恒基 系 式 。 所 以 对 一 合流 体力 学 方程 组 的 差分 格式 
来 说 ,所 谓 的 能 量 守 恒 ,往往 也 只 是 对 某 种 近似 的 能 量 和 村 恒 关 系 式 
du arm. 

李 德 元 (1981) 讨 论 了 GILA FERA RE Lagrange 计 


» #20 + 


ЗАС ВЕЕ Н Гари, Хе И, PT T ЖМИ 
形 ， 并 且 边 界 条 件 在 * = 0 和 * = X sk apay N BE qS F. ш ТУШ 
到 和 本 章 其 它 各 节 符 号 一 致 ,下 面 网 格 的 编号 采取 第 二 种 方案 (在 
第 三 章 介绍 GILA 方法 时 , 网 格 编 号 采用 的 是 第 一 种 方案 )， 这 时 
差分 格式 可 以 写成 


R;— R 
A — du, [05 0, E, n, B, (5.3.1) 
ft; — H, fir Pj-k 
P; Мы Ах >s Í 1,2, ‚4—1, 
(5.3.2) 
ej — ej. К š; ia 

Bh A ОР TA. c db Thiet, 

(5.3.3) 
jo kb RR ER TEE RED P de Fo 

а == 0, йу== 0. (5.3.4} 


从 而 可 人知 整个 系统 的 内 能 和 动能 的 改变 量 应 该 等 于 零 . 在 方程 
(5.3.3) BE SEA ArAx, 再 对 了 从 工 到 了 求 和 ,出 得 到 在 一 个 时 间 
步 长 Аг 内 ,二 Lagrange 计算 所 得 到 整个 系统 内 能 的 变化 为 


> (20-8 — ej-3)p;- Ал = — > Pih C; 一 aA! 
一 一 > -A + > LEE A 
— > 6 (pa Ё-1Ъ) Ar. (5.3.5) 
为 计算 动能 的 变化 ， 首先 注 虎 到 
(ау — ира, = + 0 -- и] + A (h 一 ш), 


然后 在 方程 (5.3.2) ЖАЯ Б masr, 并 对 了 从 1 到 J 一 1 求 
7, 19 


J-1 4-1 

| pa 1 ,- 
21 i — ao Ar + 21 Guy — врея 
i=l i=l 
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J—1 
= — ак РР, (5.3.6) 
іж] 
将 (5.3.5) 与 (5.3.6) 相 加 得 


3 (2; m ej-X) p i-k Ar + x: 1 -== (m — uj)oAx 


pui 


一 一 5\1 > Gë Y pits, (5.3.7) 


j=1 
这 个 式 于 的 左边 正 是 GILA 方法 第 一 步 计 算 所 得 到 的 整个 系统 内 
能 积 动能 的 改变 县， 它 应 该 等 于 才 。 但 是 45.3.7) 的 右边 并 不 等 于 
# ,因此 ，(5.3.7) 的 右边 就 是 能 量 守 恒 误差 ,这 是 一 个 A: 的 二 阶 
县 ， 这 就 说 明了 差分 格式 (5.3.1) —(5.3.3) 不 是 完全 守恒 Жл) Ж 
式 \ 但 是 如 果 改 变 其 中 某 些 项 的 取 法 , 则 可 以 得 到 完全 守恒 差分 格 
式 ， 
现在 将 方程 (3.3.1) 一 (3.3.3) 的 差分 格式 写成 


Й, а-а — ГА 


А; = (фм АУ 
+ (9-4 0-5-0) Ах, (5.3.8) 
Miah- Hj, k- mak mak - —(t a- EU Pa АУ, 
(5.3.9) 
i ТЕ 
M i- ka ha tik ka —— UD ae Реда), 
(5.3.10) 
Mia bak ted 
— — рб) V j-i.&-i 一 ЕТЕ (5.3.11) 
i-es *-$ Al 3 


ЖЕНЕ ЛЕ Е ВОИ УЧ ЫНЧЫ, BD 


Wal == 3 (94-1 T a4), 
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Ppa 一 2. (ъа Рони). 
ЖУМЕ 23 Б ЯН Са) ЧЕН „МП 


Pt 
参数 o 可 以 到 [0,1] 中 的 竺 和 何 数 。 
现在 来 讨论 格式 (5.3.8) 一 (5.3.11) 在 局 部 网 格 上 的 能 县 守恒 
问题 ,首先 根据 (1.1.10)? 写 出 在 一 个 圆 格 上 的 匈 散 化 的 近似 能 量 守 
恒 关 系 式 
M hn 
АРСР пра — PD. kai Ay 
+ (Р Pika — ipta Z ka-)Ax]. (5.3.12) 
хта А, КЕНО НЕ АО E Co) B ЖАЫ, ime EXE 
dE (5.3.9) —(5.3.12) rh BUE Ze о 是 到 成 一 样 的 ， 在 守恒 关系 式 
(5.3.12) 中 有 两 个 最 湖 要 作 一 些 近 似 处 理 , 一 是 由 于 速度 离散 化 以 
后 有 些 量 的 值 都 不 是 取 在 现 格 中 心 ,而 是 在 疯 烙 边 上 ,因而 两 格 中 
心 的 动能 计算 必须 取 某 种 插值 平均 ; 另 一 个 是 网 和 格 人 边界 上 的 压力 
也 要 用 网 格 中 心 的 量 加 以 平均 。 设 动能 Мв HARES, ЫП 
Mi ” [Mja-gsia-3 + Mua Mia 
+ Ма + EE TELE TERE (5.3.13) 
ПЕЛЕ 282977 fà (5.3.9) ЯП (5.3.10) EDRR 8,4, 37 RI n; Ra 
At, ДИЗ 
з МАА T dac) m ан 
m Pj-ka-E)Ay A4, 
= Migal iea — vi-àa) — — 9i ka Piae 


一 Pj- pArA, 
HH: ELE HEA — Б О 3, X ASBRI 
1 


M -àa-3 E-pad 8-4-0) 77 一 I 
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X iia OP ac — Pia 3) Ay 
+ Hak- P; back — РАДУ 
+ оС — Pi-ka-3) Ax 
+ Аа-а Ppap Arhar, (5.3.14) 
ЯН] (5.3.8) 8045.3.11) ЖЖП] P BE E E28 
Mj З-на — еда) = — Pics ania 
一 ЯЗ) Ау +L (vici, — vi-kau)Ar]At, (5.3.15) 
XECS.3.14) 05.3.15) =, ЕА (пра 


Mita- (E; i43 — E,-y | -1) А i9 
(Рифа + Ро) — мал 
(РФА + З) Ay + DET 


Xr kask + Pia) Biha 


x ЛЕЛЕ + Piha) Az}, (5.3.16) 
ЯН ВЕ Ее Ж $.25(5.3.12) 48H Eb , 2 E B) ЫЛ Ж. E- ET Hz JJ ALTE 
算术 平均 ， 即 

Pia-k = n (РР), 


1 (5.3.17) 
pj à. > (Руа T+ Pith 


那么 格式 上 5.3.8) 一 (5.3.11) 对 于 采用 了 插 导 公式 (5.3.13) 和 (5.3.17) 
的 近似 能 量 守 恒 关 系 式 (5.3.12) 来 说 ,在 每 一 个 网 格 上 总 能 县 都 是 
守恒 的 ， 因 而 是 完全 守恒 差分 格式 . 这 里 须要 指出 的 是 格式 
(5.3.8) 一 (5.3.11) 作 为 GILA 方法 来 说 ,只 是 第 一 步 纯 Lagrange 计 
算 的 格式 。 第 二 步 是 计算 通过 网 格 边 界 的 质量 、 动能 和 能 量 的 输 
运 ， 也 可 以 看 成 是 一 次 重 分 两 格 的 计算 .在 第 四 章 讲 到 重 分 网 格 
时 已 经 提 到 过 ,在 这 一 步 上 继续 保持 质量 、\ 动能 、 内 能 和 总 能 重 的 
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守恒 是 一 个 过 定 问题 ,一 般 说 来 是 不 可 能 的 。 因 而 对 于 整个 方法 
的 两 步 结 合 , 且 作 为 一 个 Euler 坐标 系 中 的 差分 格式 来 说 ,总 能 量 
HERTE, НИНЕ, НЕЕ 
ЕВА. 
李 德 元 (1981) 还 讨论 了 ALE УЕ АЕ 
的 能 量 守重 问题 ,在 第 一 步 弛 Lagrange 计算 中 ,如 果 能 量 方程 取 
为 (1.2.69)] ， 则 利用 55.1.10) 可 得 离散 化 的 方程 为 
Mi t sce = 一 2тр 1-3 
X (узак) F Ск) а раса riaa) 
+ (gr)-ka- гла t CH 20 
一 а} — [(6r);-1. (mira — ху) 
+ (BF), BR 一 xj) (57) аба 
一 X, ua) 十 (ра хуа), (5.3.18) 
离散 化 后 的 动量 方程 下 (5.2.1 和 (5.2.2), 只 是 其 中 的 C4》== ША, 
ЮРИЯ s, == 0. 而 在 一 个 网 格 OQ; 3, 1 НЕВЕ, 
Mj ka-3CE; Ei) = 一 2n AD (Pur) b, 
X Cri — rig)  Cegir) aa Moria — naa) 
+ (Рат) кабла — ая) Ф (Pur). 3 rag 
一 кк] + нА (Por), 3x, iu 一 tj) 
+ (Рр au A xj aaa — xj iu) 
+ (Рег), lana 一 хр.) 
+ (Рәт } -1( i 一 ха) |, (5.3.19) 
从 和 而 整个 系统 的 近似 能 量 守恒 关系 式 为 


J HR 
22 21 Me Ra) — Ej 34-4) 
jmi k=] 
J 
= — rA! >) [Сри (ки 一 ri-ra) 
j=] 


Р, 
— (ёре) (хр хо) + >, [Pur heira 
#=1 
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wawki F irakar 1 |i] 


— кк) — (Per), kx (хак 一 хк) + 


gr) Fok- 一 Рой) — (РЕГ oa -k xoa 
k=1 


— ды) + ^ [C?zir), M ry 一 rk) 
#= 1 


— (рек) ax 一 за (5.3.20) 
从 (5.3.18) 容 易 求 得 整个 系统 的 内 能 的 变化 ,只 是 要 将 其 中 网 格 过 
界 上 的 sr 和 5r Я А РТУ, 3 PRG 


(Gr) ka = > (аа, аа) - " (ria F ria 


Car i-t = 1 (Я; sau) * i (ria T ria, 
(5.3.21) 
(sr), ka 7 1 (9, ar; Tt DT ) 


_ 1 _ _ (5.3.22) 
(вг) == 2 (Ф.к + быка) 


则 相当 于 采用 了 离散 化 近似 (5.1.11) 和 (5.1.12)'， 将 方程 (5.3.182 
对 i 和 万 求 和 ,就 得 到 整个 系统 的 内 能 改变 量 : 


J K 
23 24 Mi-ki-KCCj-ka-k — ei-ka-9) 


Jm l bet 


J K 
== — m^t У? У JE WT — Я уда) 
й = ] 


i=l = 


1 一 — 
x (ricus — ria) — CHjan — 8742) 
1 , 2 2 - - 
X > (ria 一 fiai) — (ольги — Pj aaa iid) 


X (raa раа) T GU uar; Врата) 
х (ауа tjaa) l (5.3.23) 
3827; & (5.2. L)RI( 5.2.2) BJ BN ih 5 ERE LA, g, RI vj, 然后 相 加 , 便 
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得 到 质量 团 Mi 的 动能 的 改变 量 , 再 把 它们 对 所 有 的 RI А ЖЖ, 
+ к 
则 由 于 >, >, Mya 是 整个 系统 质量 的 两 倍 ， 因 此 在 整个 系统 上 


!-0 k= OÜ 


动能 的 改变 量 为 
21 D Mil — ein) 


1 
2 j-o aco 
l & 
一 — rÂ! >; >: Pih- TEN — Hj ail 
j=l bmx] 
1 я — 2 — мы т 
X 2 Cri risk) (8, is Нд) 
x. (r — 1.) — (š — 2 
2 Ра rik) CRET Bik ri ) 
(х,а — RW + СПИСИ ~ Pikit jki) 


d 
. (x; 4-4 — хр) | 一 тА {> Piko Giga + Hj au) 
一 - yet 
1 - - 
х (о 一 ria) — (Рага + булл огул) 
J 
Xt — Tj 1, | + > Р;-%.к СЕ + 6j auk) 
P-1 
x (rick — fik) — (9, kf k + Pi; AK j-n K X 
K 
X (хук — Хк) | + * Рок | Ga F fga) 
kæ] 
1 - - 
xy ria -=> Fik) m (uyara + Ра. ғо, 6-4) 
R 
X (xoa: — 1 d- > Рр [CT + H jai) 
km) 
1 - - 
x (rj. — Тк) — (тулу + аара) 


"(а хра) |}. (5.3.24) 
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8. (5.3.23) fn (5.3.24) ЧАН n, НЕПАЛА ВЕ RES CE E, 
正好 满足 守恒 关系 式 (5.3.20)， 其 中 的 ur 和 vr 按 公 式 (5.3.21) 和 
(5.3.22) 进 行 平均 . 

如 果 将 差分 方程 (5.2.1),(5.2.2) 和 (5.3.18) 作 一 些 改 动 ， 那 么 
总 能 县 是 否 还 保 皖 守恒 就 需要 男 作 考察 了 ， 鲍 如 ， 关 于 方向 的 
动量 方程 在 二 维 柱 坐 和 标 系 中 有 时 写成 


4 IN „Ри2ятакіг == 2=| | Prdx + || раза, | › 
4? ай, 2. 


从 这 个 方程 出 发 ， 建立 关于 ia REIDH: 


дрк Vj + 
М; Ar ~ 2 [оаа | (ера ria) 


K Erika хра) t 0-4-2 | + Phki-k 


1 
хаа паа) бна — жы) 


1 
+ Qik ka | + РА Е (ты + rpaa) 


X (хын — jara) t Одна | + Pj kasd 


1 
x Е fia C гара кры) + Ома, |}. 


(5.3.25) 
其 中 Qjani-ka- 表示 бд REO; Rak 之 交 ( 即 三 角形 ВЮ, а 
-Risa JH 3,8 НА S2 un 3 3 (5.2.2) 338 8 (5.3.25) 88 2, (5.2.1), 
《5.3.25)，《5.3.158) 算 出 来 的 动能 和 上 内 能 就 不 能 再 满足 守恒 关系 式 
(5.3.20) T. BE, RAE RE RE JE EB 3E 4 PR, (5.3.18) 也 作 一 些 
Bosh BIER HB vr 的 插值 公式 (5.3. OR 


(Ur) = 1 (бъ ра) 2 + (ria + чы), 


2 
- t 
Cor li- = > 


(sg + Pig D Cria + rja- i), 


(5.3.26) 
‚228 。 


Ж x eT ЛЕН ВЕ B E SIB RU, КУН ИУ Жан 2 Fe RIULE 
成 
"TM 2;-k4- Dem Deed _— Z Pitat 

X [(#;+ 一 24,42) 一 

m СР — Hj aria 一 rii) 

一 Syd rica + ria naa — хуу) 

+ (яра + ИГЕРЕ — хук) | 

mn P; arii + Fia J aua — tji) 

* (risa + rik рп — xja) ] 

m vi aug-i Cfi + Fj ka) ria — JEWEP 

Tract Pjesa — xia) 

— Pial Сг 十 rna xja ра) 

+ (ярда t тул) Cika раа). (5.3.27) 
х T urBjeBENJCEÉSIBBJ, ВЕНУ РЖ 
ӘЛ ЕВЕ НИЕ. MAEA БОЕ НЕНИН, ШЖ 
ЗЕ DEB zb ВЕН САЯН ЕВО ЖЖ, WR A 
网 格 中 心 点 的 压力 对 于 动能 改变 的 贡献 ， 必 须 正好 与 内 能 改变 中 
相应 的 压力 的 贡献 相抵 消 , 这 样 ， 就 只 留 下 边界 压力 的 作 动 项 了 ，、 
现在 来 考察 压力 P.-ka-k, 它 对 内 能 改变 的 贡献 从 {5.3.27) 就 可 以 
直接 得 出， 它 对 动能 改变 的 贡献 为 ， 把 它 对 四 块 质量 团 M, 
Mj a Mj aca Mia a 动能 改变 的 贡献 加 起 来 取 其 一 半 ( 这 是 因为 


系统 的 总 质量 为 一 > 5 Мы). 它 对 Mi 的 动能 改变 的 贡献 从 


j= T keù 


(5.2.1) 065.3. 25) o AA 


— 2*жА!Р; ia { > (riga — ria) 
m vj [+ (ri + Fik) . (xik — хрв) 
+ 44| = xAOQi a Ai Hiri 7), ва) 


р 225» 


一 Ppl Сеа do rial xia — 216) 
Tria Риби — ха), 
同样 利用 Rne Ryan. Roa АЖ а Я, Е 
Pj-ka-k IRRA Мл, Мак, Мда 动能 政变 的 贡献 分 别 为 
m AG a {йа ria — ria) 
一 Pikl iria T rial x iaa — tji) 
+ Gri V гы nua — tal}, 
nA ak aaa raa o fia) 
— P ako Серда + Руна) M (xj ai — Xii ) 
+ Стуль ct raa — аА) 10, 
mArP a A0 Rara та) 
еда Сера F ria Gra хрв) 
++ Серда rara 77 Xjaaa)ll. | 
把 以 上 四 项 加 起 来 取 其 一 半 , 就 得 到 P. k. 对 整个 系统 动能 改 * 
变 的 贡献 ,这 恰恰 和 (5.3.27) 式 所 给 出 的 P; X LE ХНА BBC TUE 1 
МНЕ. 这样 就 证 明了 格式 C5.2.1),(5,3.25),{5.3.27) 的 计算 
结果 也 满足 能 量 守 恒 关 系 式 (5.3.20)}， 只 是 这 里 的 иг 和 vr НУ 
ГАА 4 8&8 (5.3.21) (5.3.26). НН, Я TL, ALE 方法 作为 纯 
Lagrange У, Ч Ы БЕРЕМ XB BEES EHAE yz ka ЕЕ Bt sy 
IE 832 3А,. 
Кузьмин, Maxapos, Меладзе (1980) 在 Euler 网 格 上 ， 从 一 
维 守 恒 形 式 的 质量 方程 和 非 守 恒 形 式 的 动量 .能量 方程 


ям 


= 0, 

Oi Or 
Ou Ән ЭР 
— d- — + = 0, 

^0: Br Әх 
де де Ou i 
Se p pu 06 + pE m0 

Pa "э, Ө 

出 发 ， 建 立 了 一 个 三 层 的 完全 守恒 差分 格式 : 
et — po 十 Ра: — Okap = [fj (5.3,28) 
2A: 2Ar , 


230, 


a jei tept p ett e, poer] 
2 Мм 2 At 


+ L| Prat k+ + рүн нна — и 
2 2 Ах 


+ piu + Ph -iih н um d + РА: — РА 


2 Ах 2Ах 
= 0, (5.3.29) 
БЕ 
АСТЕ e ota tt tke 
+ pp“ ba ia -— 0. (5.3.30) 


EKE, fe(5.3.28) ER ug, 再 和 (5.3.29) 相 加 , 便 得 到 守恒 形式 
的 动量 方程 的 差分 格式 


1 |z + piu "ME + и р? + ez En: + 2) 
At 2 2 2 2 
+ 1 {Хыны F ри uius + ut 
2 2 
— pisi + рр atea] + Ян — Pla 
2 2 2Ах 
== 0. 


#E(5.3.29) ЕЗЕШ ut, 并 考虑 到 (5.3.28)， 就 得 到 


1 fef" ck op l ana о er? 
EL Е px. i ҮМЕР _— РА Tt e . 1 “и 


А, 2 2 2 2 

1 [ркы + оиу 1 y’ 
—— — t“ 
Ax 2 "он 
Pi Å + Pr- . 1 utut. | 

2 2 
+ Ph — Pia. — 9, (5.3.31) 
2Ах 


1E (5.3.28) E38 CL ct 后 和 (5.3.30) 相 加 , 则 得 
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A a Th лит алышы ыы. aa 


pie En — оек + ра лей, — Рае ъе ды 
2At 2Ax 
4- pitt TMk- = 0, (5.3.32) 
25x 


将 (5.3.31) 与 (5.3,32) 相 加 ,; 便 得 守恒 形式 的 能 量 方 程 的 差分 格式 : 


м | "n.n "cl " 
d Ww FE ol ити) 
А; 2 2 2 
LE &—1,5—1L n n-—L 
— (eiei eR e + Tok. uu Jl 
2 2 2 
+ LK PEIRIER + IEA: 
Ах 2 
п _? + a ‚ 1 a a 
+ Ра EP РАМА > “йй 


— (жы: + Рае 
2 


стега) 


+. | Zula F Phat _ Ри + Pinnt ] 
Ах 2 2 
= 0. 


RER УСН (1983 ) А dESFTE SX АУ 38: 


8r Br ду? 
pÊ“ + pu S + „бе + P =, 
o + ри SL e ar SP = 0, 


HR, EDE Eler БО ЕЖУ Тя yE K. АЕ 
形 岗 格 上 建立 的 格式 是 将 离散 化 以 后 p, c, p 的 值 到 在 网 格 中 心 :， 
ПП „г ШЕ АЈ ЕВА Е БАА Е, 
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“ТИ p FA rl tl 


ГІР 


此 外 他 们 还 在 任意 多 边 形 网 格 上 建立 了 完全 守恒 差分 格式 . 
it 品 是 一 个 M 边 形 网 格 , 9, 的 边界 OO, 是 由 M IR H šu E: 0.01, 
0,0;, t * Qu Ом, 0.0, (其 长 度 分 别 记 为 lis Iz ` "5 lu, і) 
д, 20, 上 О.о 一 般 的 外 法 线 方向 与 MOLAN о. (т 一 
1,2,::-- ‚ М). 与 如 有 共同 边界 Qn9mr 的 网 格 用 Q, (m 一 
1,2, MJER. Я» 的 面积 记 为 w (m = 0,1, 17: ‚ M). 
诸 力学 量 离散 化 以 后 的 值 都 取 在 两 格 中 心 ， 在 О, 中心 处 的 量 记 
ЙЕ px, Cms Ра» бы» сыт = 0, 1,4 -- M), ЕЛА 


5.3.1 РЕН D, 和 它 相 绅 的 网 格 示 例 


es 一 pi! 1 > [ ( y i 
——— + — ри m COS СЕ 
2А; шл 2 T 


+ (ре) lk sinam] = 0, (5.3.33) 


1 [e^ + pius — m ро + es ио — | 
2 2 А; 2 A1 


1 M 


十 — 2j [C + (ог) 


© mi 


x mm s = 49 sin oh “РЕ тры cosas | 


= 0, (5.3.34) 
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сс чининен 


ES [e + pavit — vs , ps + ps rs — ы 
2 2 А! 2 At 


M 


n —— № 
+ - У (oss EEE созар 
Wh ма 2 


+ (рот Fm Ро i= sin а", 4- IUS m + = Pe 
2 0 + m 


x It sinah | = 0, (5.3.35) 


ID et — e$ L ртт! eo 77 f» | 
2 д: At 


M m | n 
+ 1 5 | Wmpmtiim (a 21)" cost, 


ts т= t гб + E ia 


я м Е 
н Р + 
нент („л свт чао, 


wi + mw 
1 H "n "+ т п 

+ 1. У) Ji: 1", cos a? 
й. mui шз + tm 


фә + шты", 
шо + Wa 
是 完全 守恒 的 ， 其 中 
(pu) 一 сорун T Hmmm 
шо + в 


lm sin Gn | = 4 (5.3.36) 


в #000000 十 Um mtm 
(of) m ^ +, oc 十 wm 
H s; 587; 82(5.3.33), 然后 与 (5.3.34) 相 加 ， 就 得 到 守 语 形式 的 x 
方向 的 动量 方程 的 差分 格式 


d. Е + рано + из pt poul + ы 


м 2 2 2 2 
1 M "+ 8 
+ —, 21 53 че Гит z £” п cosa, 
© maj 


+ (ev )ts E Meg sinat, 


. 234 +. 


зр". + otf 
iUe 十 Hn 
同样 ,用 v2 乘 方程 (3.3.33) ,并 与 (5.3.35) 相 加 ,就 得 到 守恒 形式 的 
y 方向 的 动量 方程 的 莹 分 格式。 


1 [ром epus и pice)» [vo + 3| 


+ б COS ж | = 0. 


А: 2 2 2 2 


+ (огу 2 0" p inan + “Зе РЕ. 
2 шо T oUm 


X sin a = (). 


Ш <; ЯП әз 53 BU3ELACS.3.34 Yf1( 5.3.35}, ЖЕН, +2888 
ДЖАН 57; #46 5.3.33), 则 得 到 关于 动能 方程 的 差分 格式 
1 [о + pi . 1 и?” p^ tig? 
i-e z 49208 М с) 
— ее + ов” 


ө. Quint + viet] 


M 
+ L > [ey + (ин + Pat) IS соза", 


ñ тш] 
+ Corm >. (usul, + vion) Us sin ой, 


WAP + ЫР eaan osa", p peja Gp Q 
+ я + " ( mc m 十 olo, 22] 
= 0. (5.3.37) 
312538 05.3.33)38 E 6$ 后 与 (5.3.36) 格 加 ,就 得 另 一 种 形式 的 内 能 


方程 的 差分 格式 


п п м — A- M 
p Hanti от len i + dl > 
2м Hs т= 1 
x Е + ж зан m i5, cosa, 
Hs + tUm 
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CO rE а A paa P H ala- biar iadd 


由 于 


орост F шот", е", 
иҗ + o, 
ойо + нн i 
Tr 4—— m COS 0. 
£d au 


in sin om 


+ 
+ (= 


+ MURS J^ sinat, ) = 0, (5.3.38) 


M 
> (ug Lin + wapi + wapi cp ONS + илим + и соге 
mel to + m (odes + ow» 


ЖП 


maj 


-— s IU Uo m + Uni ms p 


2 wu» + Im Ps + р" weri = рт rm р", sin a" 


t + uw 


т Sin c, 
т= 1 ил + tm 


TE (5.3.37 ЖК 5.3.38 ELLE 48 ВЕШ 


=Ñ 


i-| 
Z: 
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+4 „A+ n.n +i 
poe + põe o. 
° 0 пёр + Pa ` ps 1 (utu | 9297) 


2 
Paco + pa le^! 2 + рл! 1] "RN a- 
一 一 Ë с — (utu? 1 + oie? 9 | 


M 
1 > [822922 + wem nt h 


ил Hic] ге? + 3 
т І n H ru 
+ Cou). T (utut, + ШО] - „созо 
上 k Ó+ мор мет, 
£00 十 ш, 


+ Cor) > (atui + eiui) | Ë, sin e> 


+ = шшр» 十 usar + Ww miim Im cos o, 


+ нилер» + 07 РО і", 


sin i» | — 0. 
кой c илы 


$4 两 格 的 构造 


ALE 方法 的 特点 是 它 采 用 的 两 格 既 不 是 Euler 的 固定 网 格 ， 
又 不 是 Lagrange 的 随 流 体 运动 的 网 格 , 而 是 每 一 步 ( 或 每 隔 者 十 
步 ) 根 据 物 质 区 域 的 边界 构造 一 个 合适 的 网 格 : 忆 避免 在 严重 扭曲 
的 圆 格 上 进行 计算 。 因 为 如 果 了 网 将 扭曲 很 严重 ， 那 么 或 者 使 计算 
无 法 进行 下 去 ,或 者 即使 计算 能 进行 ,计算 所 得 结果 的 精确 度 也 会 
大 大 降低 。 就 一 般 来 说 ,对 网 格 最 基本 的 要 求 是 它 的 正 交往 和 均 
539 (Barfield (1970a) 曾 经 提出 过 一 个 理想 的 网 格 的 六 个 特征 )， 
正 交 性 是 就 构成 网 格 的 两 答 曲 线 ( 下 面 称 为 坐标 曲线 ) 相 交 的 博识 
而 言 的 ， 而 均匀 性 则 是 就 同仁 坐标 曲线 之 间 的 捞 离 而 言 的 。 不 难 
理解 ， 在 正 交 均匀 的 网 格 上 容易 建立 形式 比较 简单 而 精 庶 又 比较 
BHENDE. BE, TLEER ERESHE, ЛАЖ 
Н НО а, Е ЕРЕ СЈАЈ, НИОКР ETE ЯН 
近 ) 二 者 还 是 互 衫 矛盾 的 。 因 此 ,我 们 只 能 朗 求 攀 造 出 来 的 网 格 尽 
可 能 地 均 句 正 交 ， 

假设 求解 区 域 避 是 一 个 四 边 形 区 域 ， 即 它 的 边界 80 是 由 上 
下 左右 四 条 曲线 人 ;f(x у) = 0,1#,]#(х, y) == 0, Ра, у) = 
0, Pf (e, y) == 0 ARA, DOLO BSPU TR АН RIS, RT, 
RW Ке 表示 СК Л 1 ЖИ RUE GA EOS). О LAENE 
的 问题 ,就 是 给 定 了 两 个 整数 JE А, Ао XIX J x K 
КАРРИ. 首先 是 在 PLP 上 分 别 移 择 了 一 1 个 点 Ris, 
Как = 1,2,1. ,J — 1), EPF ГИК — 1 КА 
Кол, Ry (K = l, Z, oe ‚К — 1), 四 个 角 点 RE, RY, R, 
R*T. 分 别 对 应 于 Къо. Кок, Rio, Ку,к. ЖА О na A EDS RE 
(J— 1) X (K — IY A Riu m 1,2,- 10,4 1,2,--*, 
К 一 1)。 给 出 所 有 网 格 角 点 Riti m 0, 1,7 » == 0,1 


ШЕНЕ ос. ГА o em ac mima Fan 


tet ,天 ) 的 坐标 《xiu voa Ж ЖАЛЫНА T ЮП. 
构造 两 格 的 间 题 还 可 以 看 成 是 在 区 域 8 上 求 出 两 个 单 参 数 曲 

AX 

Е(х,у, £) = 0, - (5.4.1) 

Gix,y, n) = 0, (5.4.2) 
хаё 17 а, RIER F = 0 iG = 0 sz МОИ £A Ш 
下 的 单调 性 ; RI У 国定, Р(х,у,Е) 一 0 可 看 作 是 * 为 8 的 严格 
单调 增 函 数 ; 同 样 、 当 * 国定 , Gs, y, n) 0 SUR PEE Y 290 1:159 
严格 单调 增 函 数 。 ЕКО 

aF ӘС _ aF ас 


Әх Əy Əy ðr h 
ВЕ, Е ЖКТ Е, h.e En 
Hos latt эк. Ж Fir, Ys Ë) = 0 RI F(x, у, Ej) 一 0 分 别 


НЕЖИН, Gr у, m) =“ 0 33 Gir, y, лк) = 0 则 分 别 与 
ПАГА. H F(r,y, Ej) = 0 KI G(z, y, те) — 0 88922 Ka EL, 
AE WR B En. RARI (xi, +, уы). 
ЗЕПП, ЛЭ (5.4.1) 21 (5.4.2) Н, £ #ü n 8 
Е = E(x,»), (5.4.3) 
п 一 nir, y}, (5.4.4) 
Ж#Н, — 8, RIA Б, mop == 0, 5; = пк = 1, 则 构造 格 网 的 
[E] RE 45, 87 д Ж RE SHE НР (5.4.3), (5.4.4), ЖИ ER O А 
地 瞎 射 到 正方 形 区 域 Е: (0 < r < 1, 0 =< n< 1 5, НЯ 
NE 
Е == 0, Xx, УЕ, 
E= 1, МЫ, ЕЙ, 
9-20, Hir, y) € P, 
51, М, y) € F. 
їн 3c E34) CER EU ДЕ WSA SWJSEESR 《x,y)， 因 此 须要 求 出 
T. у; 
x= rig, g), (5.4.5) 
+ 238 • 


y= y(E. n), (5.4.6) 
В R ВЕРИЛ Зо БАРА. МВ Ее UA 


" = 090) Efe» = 0 的 参数 表达 式 ， (547) 

y = y (0,9) 

t rm E (z, y) 一人 的 参数 表达 式 ， (5.4.8) 
y= 5(1,т) 
x = х(Е,0) | 

l ЕР, у) = 0 的 参数 表 过 式 ， (5.4.9) 
y = y(8,0) 
x= x(£,1) 

| E Р(х, у) 一 0 的 参数 表达 式 。 (5.4.10) 
y = у(Е,1) 


汐 了 确定 上 映射 函数 (5.4.37 和 {35.4.47 或 (5.4.5) 和 和 (5.4.6)， 还 需 
要 对 映 利 的 性 质 作 一 些 进一步 的 规定 ， 例 如 Winslow (1966) 和 
Chu (1971) dE A. OQ F] АВ ЈЕ АО, BHN SS АЕ path а 
ЖЕ, НЗ (5.4.3) AGAD EE Cauchy-Riemaan 方程 


95 _ д 
B. T Bl (5.4.11) 
BE | др 
57 ar. (5.4.12) 
或 者 得 到 一 组 椭 贺 型 方程 
PE ү дЕ _ 
EK + a 0, (5.4.13) 
Өң By 
22 + T 0. (5.4.14) 
利用 这 一 组 方程 可 得 到 关于 {5.4.5) 和 (5.4.6) 的 方程 
O^ x x Ox 
2х5 Ux 
op P a5; +Y 57 0, (5.4.15) 
PY 59 9 PY a 
a BE 28 дд» у 57 0, (5.4.16) 


其 中 
a= (35) + (5). 
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apr- з ma 


Эх Өх ду ду 
mm —  — — 4 ILLI 
P BE бл B: Ən” 


Эх "| z 

r= =) + (2) , 
并 满足 边界 条 性 (5.4.7) 一 (5.4.10)。 这 样 得 到 的 从 R ОВЕН 
一 定 是 单 叶 的 。 用 解 衬 欧 型 方程 的 差分 格式 可 以 得 到 (5.4.15) 和 
(5.4.16) 的 数值 解 ,计算 结果 表明 ， 这 样 得 到 的 网 格 一 般 说 来 是 可 
Шаў. 但 巧 在 某 些 情 况 下 ， 可 能 出 现 坐 标 曲 线 与 计算 区 域 边界 线 


的 夹 骨 太 小 ， 因 而 构成 比较 隐 形 的 网 烙 。 这 时 就 需要 再 作 变 最 变 
ЖЕ = Elp, Ф), ,中 ) ,得 到 一 组 非 齐 次 方程 


Far Эх Ox Өх Эх 
— 28. SE а DE р 95 
“ Әф? P дФфӘф tr 94» ^ Әф дф” 
(5.4.17) 
бу oy Әу Әу By 
LL —28 2. 二 mga cub 
"op 3905 ^| 049 ^ Op Әр" 
(5.4.18) 


Xm 

(х \ /oY 

= 25] + БУ, 
Ox Әх ду Oy 

Р Bp Bo ^ Op дф 


uu 


"(Ene En). 
mU n REED 


Әф Op Әф Әф 
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在 求 数 值 解 时 , 函数 ЕСФ, Ф), mp, Ф) 是 根据 对 网 格 前 分 的 要 求 


人 为 地 给 定 的 
Белинский, Годунов, Иванов, Яненко (1975) Æ M. РЗ] Q Ё 


Bh И} E RS TE TR LB], AER 5.4.5) 1 (5.4.6) Pr SZ UR 
эн, НЕВЕ 


ipe cand 
2 B N ию — £i 


Bx ду ya | 
suila) + (ва) | 
+ dids, 5.4.19 

V рыр — гъ " ( | 
其 中 Eu sy B12 5 Faz 是 给 定 的 | КОРИ, 满足 gufn 一 g => 0, 如 设 


cos m — E ош, 
Eunga 


则 不 难 推出 
|) + (в) | 2 [әр эу әр ar 
a| + (= Vaaa 
х(5 > 一 ra в) + x + Үз, 


其 中 
x = En (95 sin + orem) 
+ Af gu (Sr in бе"), (5.4.20) 
Y Ven( ar > t$ ut) 
+ (S eos +27 in). (5.4.21) 
办 而 明显 地 有 


> S КЕ БУ А. 
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A 3F535805.4.22) ЯШЕР ДЕ О КЛЕЯ, 161% 5. РАЎ х(Е,т), УСЕ, 
95) WE; RR X = 0 和 Y = 0 WJ, ИФЛА 5. ВИ 
简 ， 这 个 方程 组 可 有 写成 


^ guga — з 9х == fn 52 一 Bu 5 А (5.4.23) 
М guga — g ta ‚ Әх - fi ду — En дӯ (5.4.24) 
дп Эт 8: ` 


ЗЕ EE IR Hi EP BIP AU Beltrani 方程 ， 
解 方程 (5.4.23) 和 (5.4.24): ЖШН gu, Ро, gn 来 ,加 果 令 
£u = 234 on = ей? л), 
ga = СР cos [ 8(n) — а(Е)]. 
£A (5.4.19), ШЖ 


- lla = t|) + (ге 


(5.4.25) 


2cos(f — a) кз + r 92. 
и? [c3] + (52) ]} дЕ, (5.4.26) 


其 中 q 一 lE), Р = РО), В = ВО), в = в(5) BER ФИ 
值 的 过 程 中 与 x = (Е, n), y = УСЕ, 同时 确定 的 ,我 们 假定 
0 < Bi) — =(£) < x. 
М (5.4. ЕЕЕ о Euler 7m 


6 Ox ү E Ox 
d — B 一 -一 
Bt Br ui С ICE EN T 94 at 
= (J. (5.4.27) 
д 4,9» д. 5 (< в ӘУ +8. в 82) 
дЕ ot \ дЕ P9, 5 BE 
= Ü, (5.4.28) 


其 中 


ctm 
sin 607) — в(=)] ' 


‚ 242 + 


В = ctg[ 85) — a(£)], 


бе 
sin[g(3) — a(£)] 
ЖЕ: (5.4.27), (5.4.28) $025 8258 (5.4.23), (5.4.24) E: 56 
全 等 价 和 的 ， 并 且 在 汪 函 的 极 小 点 处 一 定 有 


(ər) + (эт) 


РО) — 4(=) = Lin sa дт = (ку, 
d— RJ 
| (5.4.29) 
Pln) — el) = arc cos 
Эх дх ду Oy 
^ Ox Y E 22. ду \2 112 
(SECDOHMCUEICUI 


= wE, т). (5.4.30} 
3 81H (5.4.27) 50(5.4.28) EARMA 73 2, Не 
реж ХЕШ ЛН У. Годунов, Забродан, Иванов, 
Крайко, Проковов (1976) 在 解 方程 组 (5.4.27) 和 (5.4.28) 时 ,将 系 


== 
| (ES 
| 
| 4 


— 


| 
\\\ 
| 


-= 


А, В, 中 的 函数 p. д, a, B RE 
a 1 1 A Г: 
Pn) |, АЕ, ПЕ 一 了 Г (Е, m)dEdn, 


«G) |а + |! È! Ева, 


NN 
— ыз АИ, 
5 АА 
NN 


4G) = жЕ, mag — T | | ©, пав, 


r1 i 
alg) = —| ws ndm + L P e, nydedn, 
-4 2 Jy in 


Hah А Я 2 НЕ $ НН (5.4.29), (5.4.3008 B 5.4.1 就 是 用 这 样 
Ву Еа Н ЗЕРО. РЧ 5.4.2 和 图 5.4.3 是 解 微分 方程 组 
(5.3.17) #1 (5.4.18 Br iic HS ЖЕНИЯ. 
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第 六 章 ” 体 平均 多 流 管 方 法 . [onyHoB 
间断 分 解 方法 . 随机 选取 法 


51 体 平均 多 流 管 方 法 的 基本 考 碟 和 特点 


体 平均 多 流 管 方法 是 用 于 计算 含有 多 种 物质 ， 并 在 几何 结构 
上 其 有 一 定 复杂 程度 的 二 维 流 体力 学 问题 ， 这 类 问题 锅 要 考虑 冲 
微波 的 传播 及 其 与 物质 界面 的 相互 作用 ， 不 辣 物 质 界 面 商 全 可 能 
出 现 的 切 向 速度 差 ( 滑 移 现象 )， 以 及 流体 运动 产生 的 较 大 变形 等 
物理 现象 . 体 平 均 多 流 管 方 法 根据 具体 问题 的 几 售 结构 及 物理 图 
象 特 感 来 选择 合适 的 Lagrange-Euler 混合 型 的 计算 网 格 . 主要 物 
理 量 都 定义 在 网 格 内 ,并 具有 按 球 格 体 积 平均 的 合 蹇 . 

体 平 均 多 访 管 方法 采用 的 Lagrange-Euler 混合 型 计算 网 格 
具有 以 下 特 后 : 

(1) 把 所 有 不 同 物质 之 闻 的 交界 面 吏 到 成 为 计算 网 格 曲 线 的 
一 部 分 ， 这 部 分 两 格 曲线 随 界 面 运动 而 运动 ， 具 有 跟 降 界面 的 
Lagrange 网 格 的 性 质 , 但 又 区 别 于 跟 障 质 团 的 Lagrange №. 这 
样 做 可 以 避免 出 现 混合 网 格 ， 以 及 由 此 带 来 的 计算 处 理 上 的 问 
题 . 

(2) 对 于 变形 大 的 物质 区 内 部 ,在 出 现 消 移 现象 的 方向 上 ,应 
采用 面 定 的 或 随时 间 变 化 的 Euler 性 质 的 计算 两 格 ， 人 允许 物质 由 
КИМА 5 — Әр. 这 样 做 是 为 了 坊 目 采用 缉 Lagrange 
网 格 情 况 下 可 能 出 现 的 网 格 扭曲 的 现象 . 

(3) 对 于 具有 多 种 物质 结构 的 计 自 区 域 ,可 以 考虑 采用 “多 流 
管 型 的 计算 网 格 . 即 用 一 族 由 自然 界面 和 人 为 界面 组 成 的 网 格 
临 线 ， 将 该 订 算 区 划分 成 旋 管 ， 再 取 一 族 Euler 性 质 的 网 格 曲 
RER MUERO RMA. WE ZERA R, WE” 
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AER fi RT ДЫ, Т Л. ТИ. 

(4) ELT SEE Амин, HAAR ЛУ 
成 若干 个 互相 联系 的 子 计 算 区 域 (简称 汶 子 区 ) 来 计算 .于 区 的 划 
分 主要 考虑 问题 的 初始 几何 结构 , 雇 后 的 运动 图 铅 , 对 计算 精确 度 
的 性 求 以 及 计算 两 格 的 选择 等 因素 ， 每 个 子 区 内 部 采用 与 它 相 适 
应 的 某 种 类 型 的 计算 网 客 ， 而 不 同 子 区 可 以 用 不 同类 型 的 计算 网 
格 。 一 个 于 区 与 鞭 它 于 区 的 相互 联系 。 完 爹 反映 在 该 子 区 的 边界 
条 件 的 计算 中 ;只 要 为 每 个 于 区 准备 好 它 的 边界 条 件 , 就 可 以 根据 
仅仅 与 子 区 本 身 有 关 的 内 部 信息 和 和 数据， 对 各 了 于 区 逐个 地 相对 独 
立地 进行 计算 .为 了 便于 计算 边界 条 件 ， 一 般 应 使 相 邻 两 子 区 公 
共 边 界 两 侧 的 计算 两 烙 有 一 一 对 应 的 关系 或 共 它 便于 计算 的 明确 
的 对 应 关系 . 

(5) 于 区 的 个 数 可 以 是 一 个 、 几 个 其 至 许多 个 ,这 要 随 计 算 问 
题 的 复杂 程度 而 蜡 、 在 计算 某 一 类 确定 的 物 惠 问题 时 ， 由 于 它们 
具有 相似 的 几何 结构 ,相似 的 物理 图 象 , 因 丽 可 以 采用 相同 的 划分 
子 区 的 办 法 .在 针对 这 类 物理 问题 编制 的 程序 中 , 子 区 的 个 数 及 其 
相互 关系 可 以 看 成 是 已 经 确定 了 的 .但 是 :为 了 使 程序 透 应 更 广 证 
些 更 复杂 些 的 物理 问题 的 计算 ， 不 能 所 于 区 个 数 及 其 租 互 联系 看 
成 事先 确定 的 ， 而 是 应 在 计算 具体 问题 对 通过 “给 信息 "的 方式 具 
体 给 出 。 在 对 子 区 、 子 区 边界 、 子 区 顶点 的 类 型 及 其 相互 联系 作 深 
人 细致 的 分 析 以 后 ， 是 不 难 用 “信息 家 * 的 方法 给 出 计算 所 必需 的 
信息 ， 这 种 洛 整个 计算 区 域 划分 成 子 区 ， 逐 个 地 相对 独立 地 进行 
计算 的 积木 式 方法 ， 允 许 人 们 根据 节约 计算 机 运算 时 间 及 计算 
误差 许可 程度 等 因素 来 增 碱 某 些 子 区 的 计算 ， 也 多 许 在 必要 时 通 
过 修改 信息 表 , 重 分 阅 格 等 手 筑 ， 改 变 基 些 子 区 之 间 的 相互 关系 ， 
以 适应 特别 复线 的 计算 

ЕРЕВАНЕ 
义 在 每 个 网 格 的 中 心 ， 并 且 含 有 按 两 格 体积 平均 的 意义 ， 速 度 分 
量 不 定义 在 网 格 角 点 上 而 定义 在 两 格 中 心 ， 这 是 由 于 不 少 两 格 角 
所 位 于 两 种 不 疗 物 质 的 交界 面 上 ,而 物质 界面 两 侧 的 流体 速度 ,其 
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法 向 分 量 是 连续 的 ,其 切 向 分 量 可 以 允许 是 间 斯 的 ,因此 物质 界面 
上 的 点 是 没有 统一 的 速度 值 可 言 ， 

从 对 任意 体积 元 积分 的 流体 力学 积分 形式 的 守恒 方程 
(1.1.8) 一 (1.1.10) 出 发 ， 经 离散 化 以 后 ， 就 得 到 体 平 均 多 流 管 方 
法 的 基本 计算 客 式 ， 对 于 在 基本 计算 烙 式 中 出 现 的 两 相 邻 网 格 公 
共 边 界 上 的 压力 和 速度 法 向 分 重 ， 采 用 相应 的 加 权 内 插 项 与 修正 
项 之 和 形式 的 格式 来 计算 .对 于 相 邻 两 网 格 之 间 的 质量 р ВЕ 
重 输 运 项 的 计算 ,采用 了 "贡献 网 格 " 的 计算 格式 。 

可 以 证 明 , 用 二 维 的 体 平均 多 流 管 方 法 的 计算 格式 ,计算 一 难 
球 对 称 的 禾 再 问题 时 ,只 要 适当 选择 计算 两 格 ,其 计算 结果 是 严格 
球 对 称 的 。 赔 时 ,为 了 论证 二 维 流体 力学 计算 方法 的 精确 度 ,要 求 
二 维 方法 在 计算 一 维 问题 时 具有 足够 的 精确 度 ， 这 是 很 重要 的 拱 
施 之 一 ， 体 平均 多 流 管 考 法 的 计算 格式 在 计算 一 维 球 对 称 物理 问 
题 时 的 计算 结果 ,与 经 过 大 晤 实际 计算 的 von Neumann, Richtmyer 
(1950) 人 为 粘性 法 的 计算 结果 相 比较 是 吻合 得 很 好 的 . 
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这 里 讨论 具有 内 对 称 的 二 维度 体力 学 问题 的 计算 。 考 虑 下 列 
积分 形式 的 质量 、 动 最 、 能 最 守恒 方程 (参见 (1.2.62) 一 (1.2.64)， 
(1.2.67)) 


质量 守恒 方程 (参见 (1.2.60)) 
8 
—— prdxdr = — plu — D») - nrd, (6.2.1) 
2, Ф 


р 


xE = К EE (参见 (1.2.63)( 1.2.64.) ) 
2. jj purdxdr = — ф pula — D) ` n:di 


adn 
— Pcosard!, (6.2.2) 


aix 


8. || pvrdxdr = — ф риби — D) - п: 


арг 
248 ' 


— ф Psinardi + |] Pdxdr, (6.2.3) 
r 


cix) 
能 量 守 恒 方 程 (参见 (1.2.66)) 


8 I 1 А 
а. | [ee + p ola m | razar 
”" 


= — ф [ге + ре v] Ca — D): яй! 
$C 2 


— Pu + пті. (6.2.4) 
айсгу 


取 000) 为 竺 一 计算 两 格 , 将 积分 形式 的 守恒 方程 《6.2.1 一 
(6.2.4) 迁 行 离散 化 , 就 得 到 计算 离散 物理 量 o, и. v. с 的 基本 
计算 格式 . 

从 离散 量 的 排列 规则 及 计算 光 辑 的 简单 性 考虑， 在 计算 中 末 
用 了 四 边 形 的 爽 格 。 相 应 的 子 区 边界 也 认为 是 由 四 条 边界 曲线 围 
成 。 设 选择 两 旋 两 格 申 线 : АЕРДЕ НН (£ 0, 1,--., K) K 
i 族 网 格 曲 线 (i 一 0, 1,..., J). 这 两 族 曲 线 将 子 区 分 戌 J x K 
WA. 离散 化 后 ,曲线 用 折线 代 昔 ,两 格 是 四 过 形 的 ， 上 曲线/ 与 
НН & BUE UR BUR S А, ПАО (ха, ты). NOE TG 
界 按 逆 时 针 方 向 依次 为 曲线 ， j= 0, £= 0, j= J, АК. 
邻 边 界 的 交点 称 为 子 区 的 顶点 ， 其 坐标 依次 为 (хо, fon); (xja 


+ 249 * 


fs) Cn f Kk). (хок, ro,k). 
令 所 职 网 格 Qusco 的 结 点 4, B, C, D 的 坐标 分 别 为 
(x, r)a = (xiak Tina), (r, r)a = (ерк, ria a), 
(х,у )с 一 (хуа) ә (х,г)ь == xij 34» fi-nkJ. 
(5.2.5) 


在 我 们 规定 的 大族 与 了 族 曲 线 的 编号 次 序 下 ， 4, B, C, D Ж 
成 逆 时 针 方 向 的 次 序 【 见 图 6.2.2). 记 踊 格 的 体积 〔 绕 = ан 
一 个 胜 度 角 记 形成 的 体积 ) 为 


rdxdr = V asco = 7;-4,4-4. ( 6.2.6) 


2 4вср 
HMEN A, B, C, D 29 Xx A aid. V авср REE. 4 
各 角 点 在 * 轴 上 的 投影 分 别 为 4’, В’, С’, Вр’, МН 


PTT TP 二 (x4— xa)(r4 + rara + ri). 
ВЖЕ 


V asco = V авва + Ивссев + Veppic: + Vpaar 


因此 
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Vita- = = [Саз uai — xia iria t raa * Па 


+ rja2i) 4 (xia 一 а) + fik- t Fik 
+ rja) + Cuna — naria + rik * fiag 
+ гал) + (xj ak um хранил + кук I-A 


+ а-а). (6.2.7) 
又 记 网 格 的 面积 为 
j! dxdr == О aaco — Qi 34-3 (6.2.8) 
D ABCD 


同样 规定 : 当 4, В, C, D 为 道 了 时针 方向 时 D „вср ВСЕ. EH 
1 
Danma (#4 一 xg)ira- ra) 
E 


Q sco == Q agerar + ©всств, + Deppe + Dp 44'p'rs 


得 出 


1 
9; 34.34 = py Сау aaa — Nit rt + fiai) 
1 
+ 2 xia — хд) Се, + rj) 
1 
+ > (xj ааа + ул} 


1 
+ > ORT — аад ад F #44-21). (6.2.9) 


ВРС ВС 的 侧面 积 ( 绕 * 轴 旋 转 一 个 弧度 角 所 形成 曲面 
的 面积 ) 为 


(„4—4 О» + те) Gs T OR Gsm n 


“а SBc, 
它 是 与 B，C 的 次 序 无 关 ， 令 
Sse 77 Sia-à, Зри == Si ia. à, 


(6.2.10) 
Scp = уә S45 = Siop- 
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9 


1 ыыы ————— 
Sia. 一 7 (ria 十 rid (акка — xia (тл — ria) , 


1 — --_ —— 
Sip 77 p (ту, 十 г-к) V Сд 一 riaa + (ria 一 мА). 


(6.2.11) 


所 计算 的 离散 物理 量 定义 在 网 格 ABCD 内 


PaBcp "7 @ї—{}.&-\з CABCD "7 Ci ka-ds (6.2.12) 


Hanco "" Uj pui. авс “= Uj ba-k, 


并 具有 按 体积 元 平均 的 意义 .例如 


|| prüxdr = равсрЇ asco “= р.а, 


P двсо 

| (6.2.13) 
而 两 格 内 的 平均 压 办 则 下 状态 方程 计算 

Pasen = Pj a X = P(pi ka 3,0) ka- 3). (6.2.14) 


将 积分 方程 (6.2.1) 一 (6.2.4) 进行 离散 化 以 后 , 得 到 г 时 刻 
Бп ек д 时 记 网 格 内 物理 量 之 间 的 关系 : 
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Lii -l т п 
Ривер V meo = PascpV 4scpn 


+ 1000 - n— u - n)S Anlage scicoe pa 


(6.2.15) 
Pop азов V asco == PancpM asco V asco 
+ [pu(D - n — и. n)SAt] 484 scccpspDA 
一 [PcoseS Ai] 45. zc cp 4» (6.2.16) 


m +1 =+1 n+l т n ñ 
P430 Df Bc p V anco == p'isrpUascpV anco 


+ [eC D- n— u- n)SA] ny BCs CD DA 
一 |PsineSA] 45. scscpe o4 + (POA Yascp, 


( 6.2.17) 
Pscp E co V asen == ӨлвсоЕ spcoV явср 
+ [gE(D-n—n- n)SAz] ans ncecpepA 
一 [Ра - nSA:l45.sc«cps04; (6.2,18) 


ERSALAR 4B, ВС, CD, DA АЖ BL VU RRE F 
— i ВА. МЕНТ г ШНА ИШ K SARIA A 
ACHSE Уа, Нч] АН "时刻 网 格 位 置 及 物理 状态 分 布 量 
计算 出 tt 时 遍 的 物理 状态 分 布 量 ， 
方程 (6.2.15) 一 (6.2.18) 中 的 法 向 是 nar, msc, mco, no, 部 
ABA Quscp 边界 上 的 外 法 向 量 , 例 如 
Пс == | costec, Sin авс} 
а C — FB 
7 (ze жа + Gre — rs) 


— —  — _ 9 7238 6.2. 
СЕР 5) 
EMAER F, 212488 I. Н п 表示 i 边界 的 
法 向 最, 它 的 方向 与 了 由 小 到 大 的 变化 方向 是 一 致 的 。 这 样 
Tj, À — гавс, fos, à Пра == Пар, (6.2.20) 
edi. 
Pj y = {созо}, sino 3], 


Fik nu А-а 


сово, = т, 
Мы а) + (ria — пай 
sin ај 3 = | ———— (6.2.21) 


V Gia кыў + Cra та) 
HIE. moi. DWR Олсо UB АДЕТИ, ТЕНИ A H 
小 到 大 的 变化 方向 一 致 《 见 图 6.2.3), 
т} == Пс, 
fi 4,4-1 "= a == ina, 
niga m cosa; ka, sina; 44), 


ДА. 
COSG X. — 


(xj-14—— Tk) рак? 
二 ;一 —; 
sina фу == ————=— _ —. (5.2.22) 
(mia TA) 


这 样 ,可 以 将 (6.2.15) —(6.2.18) 改写 成 如 下 形式 ， 


r 253 + 


Ah ira aem cima Rura F 


BL. 


m 8.2.3 


eL АРД ~ pf BBV 

+ [e(D-n—u- n)SAqns, X — [rtD.n 

— а - n)5A:]i.ia-& + [e( D - n— и. n)SA:1; y, 

— [060 - n — u - n)SAri-àas (6.2.23) 
Pi ара арар = ej-ka- 697-5 

+ [2000 - n — au - п)5А |. — [ps (D + n 

一 а n)SA:] aX + [es( D - n — ua: n)SAz:1 44 

— [e«(D- n — u - n)SAt]; 3,43 — [PeosoSA:1;,4 3 

+ [PeosaSArli ,tb — [P cosas А/ |; +4 

+ ([Режзоб А! hs (6.2.24) 
eb L ы-н m E EOE TEENE 

4- [pe( D. n — a - n)$A:];4-X — [ez(D - п 

— а - n)SAtlia 4k + [ee(D- n — u + n)SA:] а 

— [0000 - n — ш - n)S^ni ka — [Рааб] 

+ [PsineSArT; a4 ГР sin e SA1]; X., 

+ O[PsinaSA:]; L, + CPOAO; Ma у, (6.2.25) 
PIA ae AE: k AV pa РІКА BE: -da- MV 1-3a- 4 
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+ [P E(D -neu n)54^:];,,.X — [pE(D- n 
— u- n)SA:] aa à + PELD: n — m - n)SA:];- 1. 


— [eE D ' ft — Hu- n)354A:]; д — [Pu ` nS541]i,4 X 
+ [Pu - nSA:([i 44 — [Ри + n5A:]; 34 
+ [Ра · nSA1]i 441. (6.2.26) 


由 公式 (6.2.23) 一 (6.2.26) АЕ T BEA CU НИ 
物理 最 о}. a-p Ui bad, 00, 0-0, 6i a-3 НУ. 


$3 网 格 边界 物理 量 的 计算 格式 


在 基本 计算 格式 (5.2.23) 一 (6.2.25) 中 ,出 现 一 些 与 网 格 边界 
有 关 的 物理 量 。 ЕН БЕ ГАНАВА E ER 238 
РЕНАН, ШУНА Е А ТИНИ B. И. БЕДИ 
НА б. 这 些 网 格 边界 上 的 物理 最 (特别 是 压力 和 速度 法 向 分 
量 ) 的 计算 格式 是 否 选择 恰当 ,将 对 计算 结果 的 精确 度 有 很 大 影 
ИН, Ер REDET, MEAR АЈНЕК ФЕ 4 E 
BS Ep ЖЖ S ors ВХ 2t 2 Эт РА ТЩН AD БЫ] A Н МУН КНУ ИЯ SE 3 
项 与 自 正 项 之 和 的 形式 。 量 然 对 于 各 种 不 同 权 重 的 播 值 平 询 ， 在 
连续 光滑 的 情况 下 ， 理 论 上 其 误差 是 同 锥 的 ， 很 难 区 分 它们 的 忧 
劣 ; 但 是 这 些 不 同 权重 的 计算 格式 对 于 多 种 物质 问题 进行 实际 计 
算 ， 其 结果 却 有 相当 的 差别 ， 有 时 误差 甚至 可 能 会 达到 令 人 不 能 
接受 的 程度 。 在 下 面 给 出 的 计算 格式 中 ， 权 重 采用 物质 的 声 阻 搞 
ec, ВАО с 可 以 用 如 下 公式 计算 : 
2 一 ЭР + Р ӨР 

Bo e де` 
在 体 平 询 多 流 管 方法 中 , 流 经 边界 的 质量 D RE. ERES ИЕЛДЕ 
用 贡献 殉 格 ”的 计算 格式 ， 下面 讨论 具体 的 计算 格式 . 

(一 ) ЖЕН ЛУКИН Я ЕЛЬ BE 法 
向 分 量 的 计算 . 

(a) 大 边界 上 压力 P; y, 和 速度 法 向 分 量 a- ruga 的 计 
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c (5.3.1) 


ив. 
Gif. _ Сесе - Uy Ук, k (рей п), ba) 
(ec) kae + Coci-ka-à 

МКР) k, 3 一 Pica 3) ‚ 

^ (олп yka k + CoAn?) 3,4. 

(ecli-ba- Mi-hask t (ec ick РЁ 

+ 434,4, (6.3.3) 
0, 4 (w. ni) hak — (w n); y 4 2: 0 BI, 


= 2 Fork, н eil aci) (m ФЗ, aug 


— (uc n?) а, Zi (а тж еу gud 
— (и: n9); 4,, 4 «0l. (6.3.4) 
在 公式 (6.3.2) 一 (6.3.4) 中 计算 (ис п), ар ВН 


по ни (1-1, k = L)m узай i ib AKA 
的 法 向 量 ,并 指向 《由 小 到 大 变化 的 方向 《 见 图 6.3.1)， 


(6.3.2) 


Pi. 3, бып 


EM 
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uc niy k да сова о аъ ль, 


(6.3.5) 
cosas — ————=k o rins —, 
EO ES + (аъ ак 
(6.3.6) 
sin aj к=} = 一 ай салаф 
V Cia gab — xi aa? + Criat ria 
(6.3.7) 


其 中 riga 一 " (хы + zi), Tirak > + Сы + ria). 


在 公式 (6.3.2) 中 计算 (PAn 9); 3.41 所 用 的 信人 和 二 要 为 
相应 的 网 格 中心 点 到 无 边界 的 上 距离 ; 即 


Ап = = {Салан + аулы) — Gra 


+ xing) 1 сое; 3, + [Сеа + Finga) 
— (ты Ра) 1 sine; 44}, 


1 ( 6.3.8) 
Anja kc + Gia T xiu — Gau 


+ rig-a) cose oga + [Gra + rira) — (risa 
二 fini)] sin cj;_¥,4}. 
(ó) 5 边界 上 压力 Р. 及 速度 法 向 分 量 ч. СТЕ 的 计 
BOR: 
(рса n”) k. à + (ocu п) uu à 
(ec) ka-à + Coc)i Ya 
АКР Р 44-0) , 
— UpAnT уд 1 + (РА (РА) р ( 6.3.9) 
(ec)i-ka-M'iska-& (ре) а MI bad 
(ec)iska-à T Coc)i-3a-4 
+ dia-k,; (6.3.10) 


а - Fa à = 


Pii = 
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4+1 


5.3.2 
0, M (п ` п’); УГЕ — (a ` n» bak = 0, 
i (ог. + © ам - niai 
аа-а ү? 
— (ш : n^) 41, 
当 (u n7); TE (w п) 3, à < 0. 
(6.3.11) 
EAA (6.3.9) — (6.3.11) 中 计算 Cur п), р-Б 


пы 为 网 格 (i + L, к E) c an к-ат в 


ВЕ ТАУ В „ЗЕ НЕ ЕКШК А. 
uc пр uska соб E virpa- ла}, 
(6.3.12) 
cosaj 二 = АЗА fixis , 
) „(хаа зала) + (ета аА) 
(6.3.13) 
Яро аф = — iaa 一 #1 - 
- Сата, tiskaa) + Стафа "чайла 


1 
ma (xa ол), 
( 6.3.14 ) 
1 | 
Tikha = 2 ШҮҮ + tía). 
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Ri 


在 公式 《6.3.9) 中 计算 (PAn Yaga- 所 用 的 AsfPia-R 为 相应 
的 网 格 中 心 点 到 i 3 EBSEB PS ç Bl 


Ал 4 一 ” {Саза E хня) 


一 (ху. + xiki) l cosaj + + [Crijn + ritik sy) 
— (riy E rik-i)] їз], (6.3.15) 


Алф == t VE Cia + xia) — берл 


+ riag) lcgi + [Gri T Tig- 
— (ела + #і-1,4-1)1 sino; 4.3]. 


以 上 公式 中 用 的 网 格 中 心 点 的 符 标 , НИЕ (i 一 5,0-5) 
网 客 ,简单 地 取 为 


за = < (хааа олук TF xia хр), 


1 
ES 一 4 (riaa 十 riga T fia TF fica). (6.3.16) 


ZE bmi AE Ж ЕЛАН ДУ. (6.3.3), (6.3.10) 中 ， 除 了 
一 项 以 (pe) 为 权重 的 反 播 平均 项 外 ,附加 了 一 项 уоп Neumann 
形式 的 人 为 粘性 压力 项 作为 修正 项 ,其 中 4。 是 常数 ,例如 取 5 二 0.6. 
在 计算 网 格 边 界 上 的 速度 法 向 分 量 的 公式 (6.3.2), (6.3.9) rh, 在 
一 项 以 (рс) 为 权重 的 手 信 平均 项 上 ， 附 加 了 一 项 加 速 痿 性 质 的 
修正 项 . 

(二 ) 属于 同一 个 子 区 的 丙 柚 邻 网 格 边界 的 质量 、 动 量 、 能 量 
的 输 运 项 分 别 为 :[p(D - n—u - n)SA:],[os(D - n—u п)$Аг], 
[0000 - n — u. n)SA:], [eE(D -n—u- n)SA;] 的 计算 格 
x. 

网 格 边 界 的 性 质 不 同 , 这 些 输 运 项 的 计算 格式 也 不 同 ， 

(a) Lagrange 性 质 的 网 客 边界 . 这 种 边界 是 物质 界面 的 一 部 
分 ,并 按 物质 界面 运动 规律 而 运动 ， 即 其 法 向 运动 速度 D . # 与 
流体 速度 的 法 向 分 量 wo 相等 。 因此， 对 于 Lagrange 性 质 的 
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иным“ 


+ 
КЕШЕ Gr, у 


b us 


(xr ala 


| Osee 
En 2 


poe / 


(х, =} } =] 


Ш 6.3.3 


ИЯ, D .n= u. n, 其 两 侧 相 部 网 格 之 问 没 有 物质 交换 ， 
所 有 输 运 项 都 为 零 ， 

(^) Euler 性 质 的 网 格 边 界 . 这 种 边界 与 物质 界面 没有 联系 ， 
边界 两 何 相 部 网 格 之 间 人 允许 有 物质 交换 ， 因 此， 输 运 项 一 般 都 不 
x. 

假设 cU МЫЛ ЛАНТ З ЭЧ (x, =) СЕТИ 
BLS 4), М e НАЯ £5" РИА r WE, 就 可 计算 出 网 格 
边界 的 运动 速度 Dn, [D > паи 可 以 看 成 是 侧面 积 为 
Si- 的 | 边界 在 Ar 时间 局 了 风 内 运动 所 扫 过 的 体积 Von 了 
ИГИТ y Ha ps м, БП 
[D - пм], = т дей innt rr 


= {ўа m ата)? Пал + GRAY] 
+ (riai 一 ар, аа) ог} т H (raki 2] 
+ («їй АСТАУ йу + С 
Tn ао сан + (rp a]Y, (53.17) 
Е 
(D - ПА! ka Рао о ро нер) 
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т " LC 一 ЖА)" + PETLER, + CH 


+ (x? РСЯ «orare + СЕ t») 
4x СН в + С] 
十 («Н я, r-d Eryt! n + "т, iia. k T CH Fl). 
(6.3.18) 
质 重 和 输 运 项 的 计算 格式 可 以 写成 如 下 形式 : 对 于 i 边界 
[e(D- n — а - SA-k = ej, МО. аА) 2 
— (п: љ5А); 4], (6.3.19) 
其 中 
paie [pret 34 (Р. nSAD I 4—(u - nSA054 74 > 0, 
nE (ор заа, М (D ^ паг) р (m: ЗАЙДИ < 0, 
(6.3.20) 
APT АШ 
[2 n— ua. n)5^:;];- 3. — Pi- l CD - RSAt);- ka 
— (и. n5A1); 4], (6.3.21) 
其 中 
"m е-е SU (Э. n5A0; 4, — (м > nSAD; 1. 77 0, 
' pi lack, Ш СО. nSAO; X4 — (и * nSA0, ya «0, 
(6,3.22) 
Л „НЕЁ Ж Sors LOT ЖЕРЕ e ERST ЛЕ Ec Sin TRAS VERE SAIS HL, 
这 样 , (一 ) 与 {二 ) 给 出 了 子 区 内 部 相 邻 下 格 之 岂 的 边界 物 
НЯ P.,u - n,[PcoseSA:], [P sinezSAz], [Ри + n$^:], [o(D - m 
— u: n) SAt], los (D n —u-. n) SAt], [р (D> n — 
ко n)5A]], LeF(D - n— a п)5Ағ) 的 计算 格式 . 
(=) FUSE Е, ЕР БАЕЛ. РЕ 
的 计算 问题 。 这 种 两 格 边界 上 的 物理 重 的 计算 与 它 所 属 的 子 区 边 
REPAR, Ка Э 90 5) РИУ. 
(a) XpERÉR. ЕТ r= 0, А AWER 5 = 0, X 
ПЕ КН ЖИТТЕ У ЕВУ [PeosoSA:], 
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лазы: рак ара [4l 


[PsinaSA:], [Pet п5А:|, [e(D - n — u - n)SA:], [pu(D ` m 
—u-n) 5A}, [ov (D- n—u- n) ЗА, 105 (D. m — 
u-n)sAg] RAE, 

(^) 自由 面 。 自 由 面条 件 为 物质 压力 P 一 0， 闻 时 这 种 网 格 
边界 是 Lagrange ЕН, ОД. n — ш. n = 0， 因此 (a) 中 所 提 
到 的 边界 物理 重 也 都 为 零 。 为 了 确定 自由 面 边 界 在 下 一 时 刻 的 位 
置 ,需要 计算 这 些 网 格 边 界 的 运动 速度 ， 也 刘 = К ЕН Bmw, 


这 时 在 该 边界 另 一 侧 补 芭 一 个 假想 的 空 网 格 (ij Lk + 1). 


2 2 
应 用 本 节 (一 ) (a) 中 记 列 的 计算 格式 计算 ,有 
D - nj, ук асту кис niii 
+ АР ka M рдп?) jk. (6.3.23) 


当 其 它 殉 格 边 界 是 自由 面 情况 时 ,可 雇用 同样 方法 进行 处 理 计 算 . 

(с) 88, HERPE D.n—u-n-—o0, Wk) 5 A 
Lagrange ЕН. НИ, 除了 [PcosoSA:], [PsinaSA:] Fh, Ж 
TOS m НВ. Ду = 0 ARRERA И. ih 


该 边界 的 另 一 侧 补 充 一 个 假想 的 对 称 的 网 格 (一 1, 《一 Lax 


网 个 网 格 内 的 密度 、 压 力 的 值 相 等 ， 速 度 法 向 分 量 的 符号 相反 ， 
绝对 值 相同 .应 用 本 节 的 (一 ) (2) 中 所 列举 的 计算 格式 计算 ， 有 
ЖШ „Р. = 0, 
Poa- = Pack E 4-0, (63.24) 
0, щи; 2 0, "t 
dac) = | P Ooka- Uu пр үр, 
| — E р < 0. 
HE CARR yb PF ЕО, Ea AA RERA Е ЗЕЕ 
算 处 理 . 
当 所 计算 的 物理 问题 可 以 整个 地 作为 一 个 简单 的 计算 区 域 来 
计算 时 ,上 面 提 到 的 边界 类 型 (a). (2), (2) 是 这 种 计算 区 域 的 
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很 自然 的 边界 条 忻 。 当 需要 把 整个 计算 区 域 划 分 成 若干 个 子 计 算 
区 域 来 计算 时 ,为 了 准备 每 个 子 区 的 边界 条 件 ,除了 考虑 上 述 三 种 
类 型 的 边界 之 外 ， 还 需要 讨论 相 邻 两 子 区 公共 边界 的 类 型 及 其 相 
应 药 边 界 条 件 的 计算 问题 .。 从 便于 计算 于 区 边界 条 性 的 角度 考 
芒 : 要 求 在 划分 每 个 子 区 内 部 的 计算 网 格 时 ,尽量 使 得 丰 邻 子 区 的 
边界 两 侧 的 网 格 是 一 一 对 应 的 ， 并 且 相 对 应 的 两 网 格 葛 公 共 人 边界 
上 角 点 的 位 置 是 条 同 的 ， 这 种 要 求 在 许多 的 问题 计算 中 是 不 难 实 
现 的 。 这 样 就 可 以 利用 前 面 讨论 过 的 同一 子 区 内 相 邻 网 格 边 Ж 
物理 量 的 计算 格式 (一 ) 和 (二 ) 来 计算 两 相 邻 子 区 之 闻 的 边界 条 
TE; 但 必须 注意 的 是 这 里 所 小 及 的 两 相 邻 网 格 是 分 别 属 于 不 同 子 
区 的 . 

在 前 面 给 出 的 计算 格式 中 所 用 的 ; 边 或 不 边 的 法 向 量 都 是 指 
向 或 允 的 由 小 到 大 变化 的 方向 .在 很 多 情况 下 ,可 以 怡 当 选择 各 
子 区 内部 网 格 曲线 的 编号 方式 ， 使 得 公共 边界 上 的 法 向 悬 相对 于 
两 侧 子 区 来 说 其 方向 是 一 致 的 ， 但 也 存在 这 样 情况 ， 对 于 某 种 复 
杂 的 划分 子 区 的 办 法 。 不 论 如 何 选择 各 子 区 内 部 网 格 曲 线 的 编号 
方式 ,总 有 这 样 一 些 边 界 ,相对 其 两 侧 子 区 来 说 其 法 向 量 的 方向 是 
相反 的 。 因 此 :为 一 子 区 计算 准备 的 边界 条 件 , 可 能 在 用 于 相 邻 的 
另 一 子 区 计算 时 会 有 符号 的 差别 。 我 们 将 把 边界 两 侧 相 邻 的 子 区 
中 的 一 个 子 区 称 为 主 区 ， 荔 一 个 于 区 称 为 辅 区 ， 这 里 所 计算 的 网 
格 边 界 物 理 量 是 为 计算 主 区 的 那个 网 格 的 物理 最 使 用 ， 因 此 应 根 
据 主 区 网 格 边 界 是 j 边界 还 是 马 边 界 来 选用 计算 格式 (一) (4) 还 
是 (一) (a)， 这 些 计算 格式 中 用 的 尘 向 是 方 向 都 应 按 主 区 网 格 边 
НОВА ЖО ШШШ ЖЕНЕ. ИИ АНК | 


的 物理 量 时 , 相应 的 主 区 网 格 的 编号 为 《i 一 士 ,K — 1), жп 


不 管 与 该 网 格 相 邻 的 网 将 在 辅 区 中 的 编号 是 什么 ， 市 把 它 看 成 是 
编号 为 《i — LL, к + 士 ) 的 网 格 ,并 用 COGO 中 的 计算 格式 来 


ий. 同样 ,在 计算 主 区 j = 0 边界 上 的 物理 量 时 ,车 相应 的 主 区 
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网 格 编号 为 (E, k 一 L), BRS TH qu RU DOR AR 


=» (—L, к E) 的 网 格 , 并 用 《一 ) 0) 中 的 计算 格式 来 计 


Жж. 

两 子 区 的 公共 边界 有 以 下 类 型 ， . 

(2) 内 界面 。 利 用 不 同 物质 的 界面 来 划分 子 区 时 就 出 现 这 种 
内 界 硝 型 的 子 区 边界 .在 这 种 边界 上 ， 革 力 及 速度 法 向 分 一 是 过 
续 的 ,其 计算 公式 ,如 前 所 述 根据 主 区 的 要 求 来 选用 《一 ) (a) 或 
(—) (2). АРЭХ ЈА Е Lagrange 性 质 的 ,不 允许 相 邻 网 
格 闻 有 物质 交换 ,相应 的 输 运 项 都 为 零 . 

(г) 交接 面 。 当 需要 把 复杂 的 区 域 人 为 地 划分 为 形状 简单 的 
子 区 时 ， 也 可 用 这 种 交接 面 型 的 边界 。 交 接 面 与 物质 界面 没有 联 
系 ,通常 可 以 采取 由 其 两 端点 位 置 联接 直线 的 形式 ,并 随 其 请 点 的 
运动 而 运动 。 交 接 面 上 网 格 边 界 是 Euler Е, ЖУРН ЮЖ 
之 间 有 物质 交换 ， 因 此 交接 面 两 侧 相 对 应 的 网 格 内 应 当 是 相同 的 
物质 . 在 计算 质量 ,动量 、 能 量 输 运 项 前 ,应 当先 确定 交接 面 在 o) 
时 刻 的 新 位 置 ， 交 接 面 上 的 压力 和 还 度 法 向 分 一 的 计算 格式 仍 几 
(—) (a) X (—) (0). 

ЕТУ нана 
xk. 很 显然 ， 还 可 以 考虑 采用 其 它 形 式 的 计算 网 格 边界 物理 量 的 
На. п, Годунов 方法 是 用 间断 分 解 格式 来 计算 网 格 边 
界 物 理 量 CH, 57). Годунов (1961) 也 曾经 用 间断 分 解 的 线性 近 
己 格 式 来 计算 网 烙 边 界 的 物理 量 。 例 如， 志 边 界 上 的 压力 和 速度 
法 向 分 量 的 计算 格式 可 以 写成 如 下 形式 ; 


(рен - n0), ҮҮ! + (оси - п); 44,4 
(oc)-ak T (ре 


Pi- — Pihak А (6.3.2) 
^ (рс) даъ + (ос); 3,4-5 


ч - п; La == 
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Ер 


КЕКЕ Ша qp 125 


(ос); АРЬЕ бос) АР. 


P; ya == (ре); (ос), ka- X 


ЧЕЛ Ады 


(ec) t (ре); ъд А 

(6.3.3) 

i 边界 上 的 压力 和 速度 法 向 分 晤 的 计算 格式 也 可 以 用 类 似 的 办 法 
E. “ 

间断 分 解 的 线性 近似 稿 式 (6.3.2)', (6.3.3)' 在 计算 中 可 能 会 
В ESE ТЛ ВЕ АСАКЕ, Я, АВЧ З ЧЕН ЕАО АЖ, 
ВРБЕ КАЈА Ж, ЭГО ЗЕ р ЕН (EE ВВС SEBS K Я 
K. 这 时 , 由 《6.3.3) AA 28 — Bi) Ses CR Sk FF БЕЛД dË), 
ляет Л FE 73. 
而 若 用 (6.3.3) 式 计算 ,由 于 粘性 压力 4 ЖЮ И F ЖЕ, hh 
合理 情况 就 不 会 出 现 。 又 例如 , 当 物 质 界面 两 侧 出 现 很 天 压力 差 ， 
而 两 侧 流 体 速 度 接近 于 零 时 ,用 (6.3.2) 式 计算 ,就 会 < 瞬时 ”得 到 
一 个 很 大 的 界面 运动 速度 ;而 用 (6.3.2) 式 计 算 ， 界 面 运动 速度 需 
要 有 加 速 的 过 程 ,以 逐渐 达到 其 一 确定 的 值 ， 这 两 种 计算 处 理 , 在 
物理 上 意味 着 是 否 著 虑 力学 平衡 弛 预 时 间 的 影响 。 在 计算 纯 流 体 
力学 问题 时 ,由 于 可 以 忽略 达到 力学 平衡 所 需 的 凶 泊 时间 ,这 两 种 
处 理 对 总 的 计算 结果 的 影响 是 不 天 的 。 如 果 所 计算 的 问题 中 还 包 
含有 其 它 物理 过 程 ,如 化 学 反应 过 程 ,而 且 它 的 弛 陈 时 间 要 比 力学 
平衡 弛 耶 时 间 小 得 多 ,那么 月 (6.3.2)' 计算 时 , 就 有 可 能 得 到 定性 
上 不 准确 的 计算 结果 . 

ЖЕНА (ос) 为 权重 计算 网 格 边 界 压力 是 有 一 定 优点 的 . 
当然 、 当 界面 两 边 压 力 凑 别 不 大 时 ， 不 局 的 权重 对 计算 结果 不 会 
ARKE. (8 FRIES QUA Е Е ЕН ВЕН, КЕ] 
权重 的 影响 是 明显 的 。 例 如 ,用 二 分 之 一 作 权 重 计算 ,界面 压力 偏 
HAREJ mA (ec) REHA, АННЕ НИКЕ. m 
打 沽 虑 极 眼 情况 , 当 一 侧 压 力 趋向 零 灶 ,物质 界面 的 性 质 接近 让 由 
面 的 性 里 ,用 ec 作 权 重 计算 得 的 界面 于 力也 接近 于 零 ,这 与 自由 
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дни. 而 用 二 分 之 一 作 权重 计算 这 种 极限 情况 ， 就 不 
可 能 与 相应 的 界面 性 质 相符 合 ， 


$4 网 格 角 点 位 置 的 计算 


КНЯЖНА АЖ 
Т ЖР ЕН ЖЕЕ Ис Nu ROC Иза shun i 35, f Z Be d SE x ру 
已 经 变化 了 的 情况 。 这 与 其 它 的 任意 Lagrnge-Euler 结合 型 的 
二 维 计算 方法 一 样 ， 需 要 解决 如 何 具体 构造 计算 网 格 的 算法 问 
E[, НЕЕ E EIE. [BJEA SERE H9: IET FERT 8 Л.а 
ЖЫ A 19 S BJVE ERU: 而 只 给 出 了 某 些 类 型 的 计算 网 格 的 算 
法 ， 这 种 计算 网 格 适 用 于 在 实际 计算 工作 中 和 授 到 的 相对 来 说 基 比 
较 简 单 的 计算 区 域 ， 以 及 由 这 些 简单 区 域 组 合 而 成 的 比较 复杂 的 
计算 区 域 的 计算 何 题 . 
首先 讨论 网 格 角 点 的 运动 方程 ， 念 
Е(ж, r, t) == Ü 
表示 某 网 格 曲 线 在 * 时刻 的 位 置 , 它 与 茶 曲 线 1 的 交点 为 г), 
站}， 随 着 网 格 曲 线 的 运动 ,该 交点 港 曲线 | 方向 的 运动 速度 为 
dx; dr 
и: = ms mj. 
X BUE BUR F 一 0 的 单位 法 向 量 为 n = (cosa, dno), Ш 


OF oF 
Әх Dr 


ЕТЕТ эгуу | „(ағу (ӘР 2 |” 
m +I“ оғ SU 
NE e Әх + Or 


Е (атг), ғғ), г) == 0, 


OF ‚ du OF 4н OF _ 
д; dt Эх dr Dr 


Я 


ЕЙ 


这 说 明 网 格 曲线 上 的 点 沿 任 何 曲线 1 方向 运动 速度 ин 的 法 向 分 
Ж non 是 相同 的 , 即 等 于 该 点 沿 网 格 曲 线 法 线 方 向 的 运动 速度 
D-n 
w- n == D " n. (6.4.1) 
取 为 一 直线 的 情况 。 令 L= (cos0, sin 6). 为 直线 1 的 方 
向 向 量 。 4 inn) 为 1 上 的 一 定点 ， 网 格 曲 线 与 直线 1 的 交 
AU 
к) = +, + R(t) cos, 
r(z) = r + ЕО) sn8, 
其 中 RG) 为 交点 (00,700) 到 定点 {xo, ro} 的 距离 。 因此 
有 


(6.4.2) 


dz dR 


一 соз@, 
dt dz 
d IR (6.4.3) 
dp "де 0. 
Е ЯПА cosa, sina 后 相 加 ,利用 {6.4.1) 得 
ак „D-n 
de cos # , (6.4.4) 


这 里 — cos == cosÜcosa + sin sina “= cos(a — 6), (6.4.5) 
++ 25 ЖА ИРА DAL HH e 
P (z, r, t) = 0 KF (z, r, у= 
的 交点 (rG), (CO) 的 运动 速度 ww， 若 将 交点 的 轨迹 看 成 曲线 
1， 则 由 (6.4.1) 应 同时 成 立 
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w- n = (D-n), 
w: n, = (D-n), (6.4.6) 


ZE, m Х (D-n) ЕНЕ Р, 一 0 的 法 向 量 及 沿 该 曲线 
法 线 方向 的 运动 速度 ， 念 
n; — {созо,, sna], í = 1,2, 
` dx dr 
Ший (6.4.6) 可 以 解 出 由 一 | =, rj. | 
dx =. (D - n) sina, — (О.п). sin os 
dt cos sin 60. — 6050: - sinc, 
dr. _ 一 ((D - n) сока, — (D > п),созо,) _ 
dt Cus tc, sin oy — cos sin e 

КРӨ БЕДЕ ЫЕ MAEN- ERATARA. 

HIRR Z pa Br ЖЕНИ ty lB), aJ DAL TFAA ЖЕ PR za, 
РЯ F HJ xx. DL ХА В, 

(—) 子 区 内 部 网 格 角 点 的 计算 . 

把 于 区 内 部 计算 网 格 分 成 Lagrange-Euler 结合 型 、Euler W, 
Lagrange 型 三 大 类 型 ,对 于 不 同类 型 的 网 格 , 其 网 格 佣 点 的 计算 格 
AR TRIS. 

A Lagrange-Euler AA NR A ЗЕ, ҢЕР А ДЕРЖУ x xh 

fb Lagrange 性 质 的 ,了 边 是 Euler 性 质 的 .选取 一 系列 自然 的 和 人 
为 的 物质 界面 为 才 族 网 格 曲 线 ， 因 此 它们 将 按 物 质 界 面 运动 规律 
Kx z.D-.n-—a-n, k ИНЕТ ИЯ”, 不同“ 流 
管 " 内 的 物质 可 以 是 不 向 的 ,而 同一 " 流 管 ”内 的 物质 是 想 同 的 ， 3 
族 网 格 曲线 在 很 多 屋 况 下 可 以 取 简 单 的 直线 庶 。 例 如 ， 当 子 区 的 
j = 0 É у= лажа, ШЕЕ ЕЕ, ЕН 
的 几何 结构 情况 下， 当 子 区 的 了 一 0 歌 了 一 了 边界 为 曲线 形 的 自 
ЕНЕ ,内 界面 时 ， 该 子 区 的 1/ 族 网 格 曲线 就 不 再 能 够 保持 为 喜 线 . 
根据 ; 族 网 略 曲线 的 特点 ， 训 以 将 4 型 计算 网 格 分 成 以 下 几 种 情 
况 来 讨论 . 

Al 国定 的 i 族 直线 情况 ， 这 时 子 区 边界 i = 0 É ; = J 38 
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(6.4.7) 


应 当 为 固定 的 直线 。 令 j 52803 { созбу, din}, H 
利用 (6.4.3)-—-(6.4.5) 的 离散 化 计算 格式 来 计算 族 网 格 曲 线 与 
j 直线 的 交点 沿 1 直线 的 运动 ， 


" dR N" 
XUE = Yik 十 (8) cos At, 
dRA€ . 
rd = p? 十 (ае), 9а BIA, (6.4.8) 
(22), 
dt і. 
1 m nil аа Uc nua 
(быв ^ wena 0 ) 


(6.4.9) 
cos (21-14 — 9;) = cosaj 1,,cos0j + sinas; кз Oy, 


cos (aj, 1,, — Oi) = cosai 1, cos0; + sin cijrt, sini, 
(6.4.10) 


HH Науа А ДАНЬ, ЛЕ K ШЕШН BU E 
ЕЕ n 55; азу АА 822 BJ СН cola — 0) 不 宜 
太 小 ,否则 会 造成 不 可 人 允许 的 误差 。 

A2 И: RAIA. sr! 时 刻 1 族 直 线 的 位 置 可 以 用 
多 种 方法 来 确定 .例如 ,可 以 根据 边界 直线 1 = ој = ЛАК 
用 插值 方式 确定 其 它 的 7 直线 位 置 ; 也 可 以 通过 UU 时刻 的 一 
0 边界 上 的 相应 两 格 角 点 (хыл, ria)" 作 原 直线 的 平行 线 , 从 
而 得 出 cU БУ; 直线。 假设 i 直线 是 由 г" НА — 0 K 
和 一 下 边界 上 网 格 角 点 G,nm 及 (x,r)? 的 联 线 来 确定 ， 则 
PH ВРАТА ; 旅 直线 的 方向 诊 量 为 : 

со 97+ ча и — 
S Мор г): 
datum ии 
R ES OH OH (6.4.11) 
首先 计算 z" BE А 946 gEER E35 г Б ИЙЛЕ GI, 


ria), 
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x" а xri + Rt соз, = 
fk = fj, a+ + R? k sin Ө?*®, 
这 里 RT, 是 由 
кр 
(кы — ria) — я) —( "А. m гр) Саи m х7.) 
(ж? arna ху) sin Ë? Tl — Cr? g — ту) cos0; у 
及 (6.4.13) 
Rs 


ati 


(rF n k ть STET: 一 Я, 24) — (тї! — ra) (27 -1 77 rj.) 


(ик — x14) мб: (и в гру) созбу; 


zj + RIS cos8rti — x7, 


я = = 5 
Хна Tk (6.4.14) 
REP, ЖААБ ЛЫН ТАН. 


它 使 得 交点 Gho F) PRORA LORE (Lu) 


f. 


g(i— 士 ,《) 的 内 点 、 然 后 计算 n AE TR 


xX 2). cos" tA, (6.4.15) 
"nu = Ft, 十 (2EY sinf А: , (6.4.16) 
dt ha 
其 中 
(ак), 
dz ід 
і uni, "un. 

iC 一 + $9 ) ват) 


cos соз (e 4,4 — 6 PLZ Ө Үгү 
АЗ j ; НЯ, 这 时 网 格 角 点 (xj, ria) 
ASIHA Í cos0i,, вад) 应 根据 情况 恰当 地 选择 。 例如 ， 
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可 以 取 成 为 该 点 两 边 (j 一 1,4) № (+, k ) 的 中 点 联 线 的 


法 向 量 方 向 。 这 样 , 仍 可 采用 关 似 (6.4.8) — (6.4.10) 的 计算 格式 ， 
[EB mE (cos0;, int) 应 该 用 方向 向 车 созба, 
віп б} ERE. 

B Ешег 型 计算 网 格 。 其 特点 是 子 区 内 部 相 名 网 格 之 间 的 边 
界 都 是 Euler 性 质 的 一般 情 况 下 ， 取 形状 复杂 些 的 网 格 曲 线 族 
为 大族 网 格 曲 线 。 由 于 允许 两 格 冰 有 物质 交换 、 这 类 子 区 内 只 能 
含有 一 种 物质 . 

Bl 当 于 区 的 了 一 0 及 一 了 边界 都 是 直线 时 ,可 以 取 7 族 网 
格 曲 线 为 简单 的 直线 族 。 МАО E k= K 上 的 网 格 角 点 
(ки, р) E (mi mk) 联 成 了 族 直 线 ， 子 区 内 的 网 格 角 点 
可 以 用 简单 的 等 分 方式 来 计算 


1 
aT mati e Cat =r’ 


Reri oT — ry. (6.4.18) 
B2 当 子 区 的 了 一 6 及 了 一 了 边界 中 至 少 有 一 条 不 是 直线 
时 ,同时 子 区 的 形状 并 不 太 复 杂 的 情况 下 ,可 以 用 下 列 计算 格式 来 
计算 ， 
设 已 知 子 区 四 条 边 昼 网 格 角 点 的 位 置 , 在 省 略 了 г"! 了 时刻 的 
附 标 以 后 ,分 别 表 示 成 
iix, r Jogi k&=0,1,--. K}, {(х, г}; & = 0, 1, К}, 
{(х, rji i = 0, 1,56, 7, LG, riae == 0, 1,--- 7]. 
将 它们 分 别 对 应 于 (Е, з) 平面 上 的 正方 形 {0 r <= 1, 0 = 
ns 1) 的 四 边 上 的 点 : 

(0, 754); & 7 0, 1,--- , Kj, {C ЧА); & =0, 1,---,К}, 
{ins OF 70,1, 1}, (бк, Di = 0, 1-4], 
其 中 (mal. {iots Gad. nx) 分 别 是 一 组 单调 上 升 的 数列 ， 
ВНЕ ta “Бол = nra = Бок = 0, "uk == Š Jo 一 лк 
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Ега 1。 例如 可 以 取 
по, 77 TEMP he 77 0, 
loge om Fong 十 V Gai — £o)! T+ (roga — ro, £) 
现在 联结 正方 形 对 边 上 相应 点 (8ips 0), (Dia. D № (9,04), 
(1, ял), BETERPAELERBUZE E, ni 为 
Eia T (нк — Eho) , 
ПТ (nk — На) Она — Wo) 
xo + EF; [nra 一 ok) 
i (6.4.19) 
БУЗ АНИ КАН А (=, r, 23: 


Xi Хы ЧЕ АЖК Tha) 


Eia 


+ End xn. — tja зүр nx — 0122] 
+ (1 — Es) Жо, т ро 77 (Жк 一 ond ] 
rik - ?fa 十 mi, rr, 一 rio) 
+ бак — rja — nrak — froh 
+ Я — ЕО — roa — 104 Cro Гос). (6.4.20) 
C Lagrange ЖТ SEDE. 其 特点 是 子 区 内 部 网 格 的 边界 都 

是 Lagrange HEMA, 相 邻 殉 格 之 间 不 移 许 有 物质 交换 .因而 子 区 
内 各 两 格 可 以 有 它 自己 的 物质 .一般 说 米 , C ЖШ ЖЫ {МЕНТ 
变形 不 太 的 没有 滑 移 现 梨 的 子 区 。 网 格 和 前 点 的 运动 速度 可 以 看 成 
是 两 族 网 格 则 线 交 点 的 运动 速度 ， 可 以 由 相 邻 枉 个 网 格 内 的 速 话 
插值 计算 确定 ， 在 确定 了 两 格 角 点 的 运动 速度 《why ci) 之 后 ， 
骨 计 算 角 点 位 置 


хр = x), А 
тт = ri, T s; A. (6.4.212 
(二 ) 子 区 边界 上 网 格 鲁 点 的 计算 
这 类 网 格 角 点 的 计算 ,了 婚 要 考 菩 该 边界 的 类 型 ,又 村 考虑 相应 
子 区 内 部 计算 网 格 的 类 型 下面 分 几 种 稍 况 进行 讨论 ， 
a 当 这 界 是 对 称 轴 或 作为 对 称 面 的 看 整 情况 时 。 这 类 边界 都 
是 直线 ， 
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21 若 相 应 的 子 区 内 部 网 格 类 型 都 是 Euler 型 ,或 者 该 边界 是 
ATERI k 边界 情 癌 ， 则 用 该 边界 两 端 点 间 的 钱 女 这 等 分 方式 
确定 其 它 网 格 角 点 的 位 置 。 例 如 ,对 于 下 一 0 边界 情况 ， 


ndi "41 1 nl КЕП 
Xie T Жош + 7 (x75 — xp, ), 


j 
ra co + F OFS 851). (6.4.22) 


:2 若 相应 的 子 区 内 部 网 格 类 型 是 非 Euer 型 的 , 自 该 边界 也 
不 是 4 型 子 区 的 边界 情况 。 以 该 边 异 是 4 型 子 区 的 j 边界 情况 
XP. НАХ (6.4.8) 一 (6.4.10) 计算 ， 但 其 中 应 根据 对 称 条 件 
取 , 则 当 了 于 一 0 和 了 一 了 时 有 
ü-nij ài, naa 

b имея. 只 考虑 简 单 的 直线 形式 的 交接 面 
情况 ， 由 于 它 的 网 全 网 格 之 词 有 物质 交换 ， 故 其 两 侧 子 区 的 网 格 
类 型 应 当 是 相似 的 ， 

bl ЗВЕНА: Euler 型 的 , HUH EZ 
边界 的 两 端点 ( 即 为 子 区 的 项 点 ) 之 间 的 线 眉 以 等 分 方式 来 确定 其 
它 网 格 角 点 的 位 置 ， 

b2 车 交接 面 两 侧 子 区 内 的 钢 格 类 型 都 是 Lagrange-Euler 结 
合 型 的 ， 和 且 该 边界 是 这 两 子 区 的 i 边界 情况。 这 种 交接 面 上 网 格 
角 点 的 计算 与 A2 型 子 区 内 网 格 角 点 的 计算 相同 .例如 , 设 该 交接 
面 基 甲 区 的 i = 7 边界 , 乙 区 的 j == 0 边界 的 情况 ， 这 时 ,交接 面 
两 侧 相 对 应 的 两 格 有 相 辣 的 标号 《， 就 可 直接 用 公式 【6.4.11) 一 


(6.4.17) 来 计算 ,不 过 其 中 标号 j 为 边界 上 的 量 ,标号 >, j—1 


(6.4.23) 


为 甲 区 内 的 蚌 。 标号 i+ i 十 1 SCRCXEPNSE. 在 其 它 情 


况 下 ,需要 将 边界 两 侧 不 同 区 的 县 , 按 主 区 的 要 求 排列 成 相互 对 应 
的 次 序 ,然后 再 用 这 些 公 式 来 计算 
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с ЧР АНТЕНА я АНТИ Ж. 

d 当 该 区 内 部 网 格 为 ALD 型 , НН Au) 
m. 这 时 自由 商 上 网 烙 角 点 的 位 置 按 公式 〔6.4.8) 一 (6,4.10) ЖИ 
Ж, 

с2 Хр A2 Ж АЗ W, HZ ED HIEI2) & Xp АЈ 
情况 ,或 者 当 区 内 网 祝 为 8 型 的 情况 。 这 时 可 以 用 类 似 计 算 A2 
型 区 内 网 格 角 点 的 公式 (6.4.11)—(6.4.17) 来 计算 .不 过 其 中 表示 
1 直线 的 参量 rij, coso, зію б 应 当 由 另外 的 方式 来 确定 ， 

c3 当 区 内 网 格 为 4 型 , 且 访 自由 商 是 ;边界 情况 ,或 者 当 区 
Ям C 型 情况 时 ,用 (6.4.21) 式 计 算 ,其 中 网 格 角 点 速度 出 捐 
邻 两 网 格 内 的 速度 插值 计算 来 确定 . 

d HARFER EHDA АНУ. 

AREER DX АЧА Б. ЕХАЛ» 
EK, 3-A. ЕНиР: ТЕКЛИ 
为 Euer 型 。 则 取 另 一 个 子 区 为 主 区 ; 《 当 两 个 子 区 内 网 烙 都 是 
Euer 型 时 ， 可 任 取 一 个 为 主 区 . ) 若 一 个 于 区 内 网 格 为 Lagrange 
W, 划 取 该 子 区 为 主 区 ; 若 瑚 个子 区 网 格 岂 为 Lagrange-Euler fü 
Е ДГ G) 当 该 内 界面 为 某 区 的 7 边界 时 , 取 该 区 为 主 区 ; Gi) 
34 VE ТЕГА] 0 РГЕ НУ А 边界 时 , 应 取 A1 型 的 子 芝 为 主 区 。 这 
样 选择 主 区 的 昌 的 ,是 使 边界 两 铅 网 客 始 终 保 持 一 一 对 应 的 关系 ， 
在 选 定 主 区 以 后 ， 若 轴 区 的 网 核 类 型 与 此 上 册 的 相 矛 盾 时 应 作 适 当 
调整 

内 界 硬 上 网 略 和 朋 点 位 置 的 计算 ， 除 了 应 由 主 区 岂 网 格 类 型 所 
Ея, СЕН КЮ А ЕАН ESSE. XERZ 
于 <c1，c2，c3， 可 以 分 成 dl, 92, 93 情况 分 别 讨 论 . £ d3 ff 
议 咎 , 诬 当 和 作为 如 型 区 内 网 格 角 点 来 处 理 计算 ， 

(=) 子 区 顶点 位 置 的 计算 . 

子 区 的 顶点 是 若干 信 于 区 边界 的 连结 点 ， 因 面 其 位 置 计 算是 
与 这 些 边 界 的 类 型 密切 相关 的 .我 们 讨论 下 面 各 种 情况 : 

1 园 整 与 对 称 辅 . 回 屠 的 交点， 这 样 的 子 区 顶点 位 置 是 固定 
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——C a = -- 


不 变 的 . 

2 НН 55x Eh. БЕЗ А. A (6.4.3) —(6.4.5) 离散 
化 的 类 局 于 〈6.4.8) 一 [6.4.10) 的 公式 进行 计算 ， НЫ 
(6.4.23) IAE, 

3 RAMSAR ARR, "is 2 的 情况 相似 处 理 . 

4 SEHE xp ERA. ВВОЗА. G) RAEAN E 
FERA. ШЕЕ; (GU) 按 给 定 的 其 它 两 顶点 的 位 置 及 给 定 的 
比例 用 播 伪 方 法 来 确定 . 

5 交接 面 与 自由 面 的 交点 。 该 点 为 三 条 边 界 的 连结 点 ,其 中 
两 条 自由 面 边 界 分 别 属于 交接 面 两 侧 的 不 同 的 子 区 ， 并 可 看 成 统 
一 的 自由 面 的 两 部 分 。 因 此 可 以 按 自 由 面 治 适 当 的 直线 方向 运动 
gk RE. 

6 交接 面 与 内 界面 前 交点 。 与 它 祖 连结 的 若干 边界 中 ,有 两 
条 内 界面 边界 分 别 属 于 不 同 的 子 区 。 但 可 看 成 统一 内 界面 的 两 部 
分 。 可 按 内 界面 沿 适 当选 定 的 固定 的 或 活动 的 直线 方向 运动 处 理 
ИЕ. 

7 内 界面 与 内 界面 的 交点 。 ТС Нр рур ЕШ ЛАШ В 
来 近 亿 处理. 

з ВЕ УЕ ТАА, G) 这 两 个 自由 面 边界 属于 局 
一 个 子 区 的 情况 ; Gi) 这 两 个 自由 面 边 界 属 于 不 和 辣子 区 的 情况 ， 
可 以 考虑 用 (6.4.7) 的 离散 化 公式 计算 ， 

9 内 界面 与 自由 面 的 交战 。 与 c3 的 情况 处 理 方法 相同 . 

以 上 一 般 地 讨论 了 子 区 计算 网 格 类 型 ， 子 区 边界 类 型 ， 子 区 
顶 忆 类型， 以 及 相应 的 网 格 角 点 的 计算 处 理 ， 在 考虑 各 类 网 格 角 
点 的 计算 处 理 时 ， 要 求 保持 边界 两 人 出 网 格 的 对 应 关系 ,保持 边界 
网 格 点 与 区 内 网 格 角 点 之 间 的 互 祖 协调 关系 ， ЯЗ, AI 型 区 网 
格 角 点 都 在 固定 的 一 族 i 直线 上 ， 因 此 要 求 其 站 边界 网 格 前 点 也 
落 在 这 些 直线 上 ; Bl 型 区 内 网 格 角 点 等 分 了 相应 的 直线 ， 因 
此 要 求 其 边界 j= 二 0 及 i 一 了 的 网 格 骨 点 也 由 等 分 方式 来 确定 ， 
A2 型 、B 型 的 区 内 网 格 和 衣 点 是 由 相应 的 边界 两 格 骨 点 来 确定 
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的 ， 因 此 主要 应 当 注 意 如 何 选择 好 合适 的 参数 ， 计 算 好 这 些 边 界 
网 和 格 角 点 的 位 置 3 C 型 区 边界 网 格 角 点 的 计算 公式 应 与 C 型 区 内 
两 格 角 点 的 计算 公式 相 一致 ; 等 等 ， 最 后 应 该 注音 与 交接 面 有 关 
的 于 区 顶点 位 置 的 计算 ,注意 交接 面 位 置 的 确定 ,因为 这 对 于 正确 
划分 计算 区 域 和 形成 合适 的 计算 网 格 是 很 重要 的 . 

采用 灵活 的 Lagraage-Euler 混合 型 计算 两 格 的 方法 ,在 针对 
АЕ RIS AS [RT ДАШ ЖЕРЕ а A НИЖЕ ЛУШ. BRRR 
适应 性 . 它 在 一 定 程 摩 上 可 以 恕 开 在 单纯 Euler АНЯ РЖ 
处 理 的 混合 两 格 问题 ， 和 在 单纯 Lagrange 网 格 情况 下 影响 计算 
顺利 进行 的 两 格 拍 曲 的 癌 题 。 它 也 可 以 根据 不 同 区 域 对 精 刘 的 不 
同村 求 ,有 选择 地 加 密 计 算 网 格 , 从 而 在 保持 一 定 精度 的 条 件 下 尽 
可 能 地 节省 计算 上 时间。 为 了 达到 这 个 目的 ， 它 也 可 以 在 物理 状态 
已 经 变化 不 大 的 区 域 中 把 较 小 的 爽 阁 合 并 成 较 大 的 网 阁 ， 以 及 可 
ж (不 再 计算 } 对 总 的 计算 结果 不 再 有 影响 的 计算 区 域 。 有 有 
时 ,为 了 使 计算 顺利 进行 ,也 可 以 根据 质量 、 动 量 、 人 能量 守 恒 的 原 
则 , 在 局 部 区 域 中 采取 重 分 两 格 和 合并 网 格 的 措施 ， 

但 是 ,从 编制 程序 的 角度 来 看 ,这 种 计算 方法 的 程序 编制 比 纯 
Euler Э AE Lagrange 贺 格 的 计算 方法 的 程序 编制 要 复杂 些 . 
对 此 :将 在 下 一 节 作 些 简 要 的 介绍 . 


$5 计算 程序 的 信息 及 有 逻辑 


给 了 性 意 一 个 物理 间 题 后 ,首先 分 析 它 的 初始 几何 结构 及 其 
运动 图 象 的 特点 。 根据 这 些 分 析 ， 将 整个 计算 区 域 刘 分 成 若 十 个 
四 边 形 的 子 计 算 区 域 ， 于 时 考虑 每 个 子 区 内 应 取 的 台 适 的 计算 网 
格 的 类 型 , ЖА, ЧЕРТЕ Ета, ТРЕКА, Я 
进行 编号 (例如 , 子 区 的 编号 为 I, IT, ПЕ,..., ДЯТЕЛ 
一 ,二 、 三 、…… 了 于 区 项 点 的 编号 汐 1, 2, 3, =). СИ 65.1) 计 
算 这 些 子 区 . 子 区 边界 ， 子 区 项 点 所 必需 的 信息 (将 在 下 面 讨论 )， 
分 别 按 编号 次 序 贮 存 起 来 ， 这 样 的 “信息 表 将 充分 反映 出 计算 问 
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Щ 5.5.1 


题 中 的 区 、 边 、 点 之 间 的 相互 关系 及 其 特点 ， 我 们 将 根据 程序 对 
“信息 表 ?” 的 信息 分 析 选 行 和 计算。 程序 的 民 略 逻辑 是 : 首先 逐个 计 
算 所 有 子 区 项 点 的 位 置 ， 其 次 逐条 计算 所 有 子 区 边界 上 的 边界 条 
件 , 最 后 逐个 计算 所 有 了 于 区 的 内 部 分 布 量 . 

A 子 区 的 计算 信息 

(a) 子 区 的 四 条 边界 编号 按 У = 0, k= 0,i= J, k= K К 
次 摩 排 列 ; 子 区 的 四 个 顶点 编号 按 C.) — (0,0), G,k) = (J, 
0, (1, k) = (J, KR), G, O = (0, K) 的 次 序 排 列 ， 根 据 边界 
编号 的 信息 可 以 取出 为 该 子 区 准备 的 边界 条 件 ， 

(b) 子 区 内 的 计算 网 格 类 型 ; СМЕХ, КИ К; 存 
放 分布 量 【包括 网 略 角 点 位 置 ， 各 网 格 内 的 物理 状态 及 物质 代号 
等 ) 的 起 始 位 置 ， 由 于 事先 约定 了 分 布 最 存放 规律 《例如 , ; 由 小 
到 大 , 盛 由 小 到 大 ,各 分 布 量 依次 集中 存放 ), 根 据 这 些 信息 可 过 取 
到 任意 一 个 给 定 网 格 的 有 关 数 据 。 

в 边界 的 计算 信息 

(a 边界 的 类 型 
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B] б.5.2 


(b) 边界 所 属 的 主 区 编号 、 主 区 边界 序号 (如, 0, 1, 2, 3 分 
别 指 沪 子 区 的 7 =0, k= 0, j — J, k= K X1 RYRUBDC ARS. 
输 区 边界 序号 . 给 定 边 界 所 属 的 子 区 编号 及 其 边界 序号 ， 就 可 以 
以 该 子 区 的 分 布 重 志 取出 供 计算 这 界 条 件 时 用 的 有 关 数 据 ， 对 男 
壁 , 对 称 轴 、 自 直面 型 边界 ,只 需 主 区 信息 ;对 内 界面 、 交 毛 面 型 这 
界 , 还 要 有 祖 多 信息 规定 所 要 计算 的 边界 上 的 笨 件 (包括 网 格 和 角 
点 的 位 置 和 边界 物理 量 ), 其 数值 及 排列 次 序 ， 是 提供 计算 主 区 分 
布 量 时 用 的 ， 并 按 主 区 内 的 计算 次 序 (7 由 小 型 大 , & H ЛУ K 
次 序 ) 排 列 的 ， 当 辅 区 要 用 这 些 边界 条 件 时 ,有 可 能 要 在 其 数值 符 
号 及 排列 次 序 上 作 必 要 的 处 理 后 才能 用 。 如 图 (6.5.2) 所 示 , 为 I 
区 的 š = 0 边界 准备 的 边界 条 件 也 运用 于 Ш pb = ЈА) №; 
因为 它们 的 过 界 甘 向 量 方向 相 河 ,边界 网 烙 的 排列 次 序 相 硕 , 即 都 
' 是 由 小 遍 大 的 次 序 。 但 是 为 I 区 蕊 一 0 边界 准备 的 边界 条 件 却 
不 适用 十 ЛА = 0i: 因为 它们 的 边界 法 向 量 方向 是 相 史 
的 ， 边 界 网 格 的 排列 次 序 是 相 逆 的 . за ЯР ВЕНЕ 1 区 的 计算 次 序 
(7 由 小 到 大 ) АЕ, Ж H 区 来 说 这 次 序 寺 天 了 由 大汉 小 的 次 
Hr. Bst Пп 区 要 使 用 为 I 区 准备 的 边界 条 件 上 时， 既 要 作 改 变数 
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TRE EE REE, ХЗ РЕ ВЕ SF ДЕРЕК PE I AER , ТЕ ХГИ- ЖОЛ Ж ТЕПП 
ЗЕНОН, A44 ZU dS АКЕНЕ ЖК PF By iw + Ж ER 358 38 
Ж МОЕ. 下 表 列 出 了 两 信子 区 之 间 公 共 边 界 的 法 向 量 方 
向 蜡 疝 ,排列 次 序 顺 逆 的 各 种 情况 : 


į = 0) ЩЕ = 0) 


E 区 


ocj = 0) PE MT 
КК = 0) NL, sn E 9н 项 * 同 
20; == Ју ЖА Ü Fl wA Ni. 
Xå = K) wA їй E 


EUA (n. А) K Cas 5.) ЗУБ RIKI N НОЕ, ЯК 
序号 ,如 了 = 0 (0, 0) ЖЖА-ОН (0, 1) 表示 ,7 = J HC, 
0) Xn, А = K PH (1, 1) ARS UR yz EJ ТЕН РЕЩ ТС 
6.5.3) 


Е 6-5.3 


(ce) 边界 两 端的 顶点 (分 别称 之 为 起 点 、 终 点 ; 其 次 序 与 主 区 
的 由 小 到 大 的 排列 次 序 一 致 ) 的 编号 ;存放 边界 条 件 的 开始 位 置 . 

C 于 区 顶点 的 计算 信息 

tz) 于 区 顶点 类 弄 ， 它 决定 该 顶点 的 计算 方法 及 该 顶点 计算 
信息 的 分 析 处 理 ， 
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(b) ЗАДНЯЯ S E. ЕЕК 
序 排列 ;根据 这 些 达 界 编 号 所 指出 的 边界 信息 ,可 雇 职 出 该 顶 点 邻 
近 网 格 的 计算 数据 . 

(c) 基 坚 类 型 的 子 区 项 点 所 需要 的 其 它 方面 的 信息 ， 


$6 体 平均 多 流 管 方 法 计算 格式 的 一 些 性 质 


а) 78 JE BUY S RON, 


8 Í тйхтїү = ф D - nrd! 
д, £n g 


ПО ЈЕ РАЗВЕ l F ЖА: 
Via == V ga-à + (В. nSAr) „зувсъсръра 
== И аа-а + (D - 151) уу — (D. пЗ) ay 
+ (D -n5A0,,, — D nSA:) ,gas (6.6.1) 
PERU НОННА АТЕВ У E (D-nSA0 的 公式 【6.2.7) 
№ (6.3.17), (6.3.18) 是 满足 关系 式 (6.6.1) 的 。 НЕ, Ф Añ 
B". C^. р» x А". B"H, cw prti 分 别 为 z" E ¿"Ti 时 
刻 网 格 的 四 个 角 点 , 则 公式 (6.3.17), (6.3.18) TUER 
(D . nSAL), 4_3 = Feng" phie, 
(D. RSÁI), it- = PV par a n+lpm+u, 
(D - п5Аг) у, = V sc*"em*upn+u, 
(р. nSA:) ү aa = V үт" нб + "#1, 
由 于 恒 有 f 
атыста p= V ngon p + ся вяд + V опетст+і nni 
+ F appt m + V go 4" ín igni, 
这 说 明 关 系 式 《6.6.1) 是 成 立 的 . 
设想 给 了 一 个 静止 的 常 密度 的 计算 区 域 ， 色 其 中 物理 状态 为 
| = 0 о" 1 = м 
dep T peg Т 
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ЖЕРИН ДЕРЕ Н ЖЫШ. ВЕНА, "O RAHN RR O ВЕ 
еа == Py. {А Ж, ЖЖ RA, (6.6.1) 不 满足 ， 那么 用 (6.2.23) 
计算 e+ 对 ,就 会 得 到 fhag о. 这 就 会 造成 不 应 有 的 误 
+. 

Š) [Н] КЕ» 不 难 验 证 ， 由 前 看 给 出 的 计算 S. sin a. cosa. Q 


的 公式 (6.2.11), (6.2.21), (6.2.22), (6.2.9), "Fre Roi S x E 
成 立 的 ; 


— Е5 соза], у + [Scosa] |, 4 — [5 сове] |, 


+ [Scos0], 34. 一 0， 


— [5 зіп] + [3sina], ,, 4 — [5 sine]; ,, 
+ ло], j,, F ©_,,_, = 0, (6.6.2) 
或 者 


— [5 соза z — (5 соза 1 рс — [Scosalcp — lScosa]p4 == 0 
— 5 Япа] яз — [Ssina]sc — [5sine]co — [5sina]pa 


+ CO uacp = 0, (6.6.3) 
这 些 等 式 实际 上 是 税 分 关系 式 


— == Ü № Praz = || dxdr 


的 离散 化 形式 ， 如 果 , 这 些 等 式 (6.6.2) (6.6.3) 不 满足 的 话 , 也 会 
产生 不 应 有 的 误差 ， 


利用 恒等式 (6.6.2)}，(6.6.3)， 可 以 将 动量 方程 的 计算 格式 
(6.2.16). (6.2.17) 或 (6.2.24) (6.2.25) 改写 成 以 下 形式 ， 
еи Т ag == [euV Ау 
+ [es( D- п — а. п)5Ағ) „а вс+срара 
— [(Р 一 Руль) сова lass вссоъра (6.6.4) 
[о 75 a 4 = И ig 


+ 12 D - n и n)SA:lasrsCaCD+Da 
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— [CP 一 Рук 5 зїп=АгЇхв+вс+ср+ря, (6.6.5) 


。)》 现 在 要 来 证 明 : 在 选取 适当 的 计算 网 格 情 况 下 ,用 二 维 的 
体 平均 多 流 管 方法 计算 格式 ,计算 一 维 球 对 称 物理 问题 时 ,其 计算 
结果 保证 是 严格 球 对 称 的 . 

在 所 震中 的 计算 区 域 中 ,选择 Lagrange-Euler 结合 型 的 计算 
两 格 , 《 族 爽 格 曲 线 为 自然 的 及 人 为 的 物质 界面; i 族 网 阁 曲线 取 
成 国定 的 角度 等 分 的 以 原点 为 中 心 直 线 东 ; 原点 Xk m 0 Я, 
sam, поа 03 j K 线 的 方向 向 最 为 cos9/，sin9， 其 中 

8,7 (17) im 0,1, J, АӨ = Os — 6 =. 

设 "时 刻 的 分 布 是 球 对 称 的 ， 由 于 物质 界面 ( 即 尺 族 曲 
DARE MAAA (ал, rla) 满足 条 件 

Ja om V Gl): + СТАУ = Кї, 
rj, Ricos0;,, 
ria = R$ яп Ө). (6.6.6) 
由 于 状态 分 布 是 球 对 称 的 , 则 有 


Ри РЕ р-р Сб, 


Р-р РО pe-p peg) 7 Pear 
СА = Сее 15.4) = 1-5. (6.65.7) 
由 于 速度 分 布 是 球 对 称 的 , 即 在 球 对 称 面 上 速度 的 方向 是 向 心 的 ， 
大 小 是 相等 的 , 令 
Mic) T ipt- cost 1 十 0 раа Oih 
r" == — цб А + я 9 (6.6.8) 
E i-pa-4 sin0,-1 T 2-р 0991-4: 
Д] 
тр T l Пато. (6.6.9) 
下 面 将 证 明 t 了 时 肇 的 计算 结果 仍 是 球 对 称 的 . 
(1) И КЫЛ БАЕЛ Рза 及 速度 法 向 分 量 ania 的 
对 称 狂 ， 
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——n —s ———.P.- — — 


HAR (6.3.2)—(6.3.8) 来 计算 这 些 物理 量 。 在 球 对 称 的 计 
УГУЛ (6.6.6) 情况 下 ,由 《6.3.6) 和 (6.3.7) 计 算 的 法 向 量 mo 
恰 为 

RIP th ха == { cos0;_y, sin 9;-%}, (6.6.10) 
因此 ,由 (6.3.5) 得 
u-n, ть = зар 91-5 (6.6.11) 
它 与 j ERW. Afh BUR ERE (6.6.6), V MUS k ШШЕ 
向 最 (6.2.22) 为 
Pj. 44 = { созбу, sin бу}, (6.6.12) 
因此 ,由 《6.3.8) 得 


1 AQ 
Ана у Un 7 Fede су, 


An у= > (Resi — В») cos at (6.6.13) 
这 样 ,计算 un; i4 ЙУ (6.3.2) SX HUBIESE S 1 无关, WZ 
нове: жж, 
un, 2, — Wk- (6.6.14) 
IE. НЗ (6.3.3), (6.3.4) 计算 得 gaa 514R, Руд 也 与 
i 322,81 
Pj ka = Р. (6.5.15) 
ША, ЕА = КАЕТ ЖА (6.3.23) К, (6.6.14). (6.6.15) 
仍然 威 立 的 . 
(2) st! 时 刻 计算 网 格 的 对 称 狂 ， 
用 (6.4.8) —(6.4.10) УР А ВЯ БАЛЮ А, АЗ 
КЁ ШЕШТИ = КИМ. WTAE j= 0 É ;= Ј БАЯ 
点 。 Ж (6.4.23) 的 处 理 方 法 来 计算 ， НУ (6.6.12) я, ШМ 
(6.4.10) 得 


cos (o, 1,4 — 0j) = cos (а; — Ө) == cos 22, (6.6.16) 
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Ч, 2582 (6.6.6), (6.6.14), 由 (6.4.8), (6.4.9) 得 


(28) wi 
dz it ‚28 , 
2 
хе =f Ric EVI cof, 
cos == (6.6.17) 
MI 
mi uam n + Bu i 8;. 
Fik | k АӨ y n 1 
cos — 
2 


HTAR j == 0, į = J ЕЯ, (6.6.17) 也 是 成 立 的 ， 这 样 ， 
X T K BH £b E Pr d 
V GT Y! + е 


= Ку LL ран (6.6.18) 


COS —— 


与 i 无关, 说 明 网 格 仍 是 球 对 称 的 ， 
(3) 网 格 í 边界 上 的 压力 Pj ЖУА ЕРА u- mjt- 
的 对 称 性 . 
用 (6.3.9) 一 (6.3.15) ЖИ ЖХ Yo RB BE, H (6.3.13), 
(6.3.14), В. (6.6.6), 得 
cosaj 4.4.34 = sin, $, 
sin aj? 4 =" — cos Êj}. 
再 由 (6.3.12) № (6.6.8) (6.6.9) 得 
u * п) = — 1144-4 = 0, (6.6.19) 
因此 ,考虑 到 (6.6.7), ЕН (6.3.9) — (6.3.11) 不 难得 到 
Wc nya — 0, 
Чи ™ 0, (6.6.20) 
Pig- Ра}, 
BD. i Ж БАЗЕЛЬ РБЕ TR, ; КИ ВОВЕ =. 
ЕН (6.3.24), KIARA 0, i= J ВАА. 
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(4) 密度 分 布 的 对 称 性 . 
在 用 来 计算 ру аа 的 《6.2.23) 式 中 ， 由 于 网 烙 边界 是 


Lagrange ВУ, AUR 

[(D - n— u - n)5A:]; 1,4 = 0, (6.6.21) 
对 于 国定 的 网 格 直线:, 击 于 和 角 点 С, г) Grana Gv r)i 
(хор. 都 在 同一 直线 上 上 , 财 用 公式 6.3.17) 计算 得 

[D - n$^:1;4., = 0, 

ЖЕ (6.6.20) 的 м. ni = 0 # 

[CD . n — а nSAr 3 = 0. (5.6.22) 
At- Br DEI IS. Wu BUM (6.2.7), ЖЫ УК 
ËE (6.6.6) № (6.6.18) , 可 得 


I - - 
Vi-àa-i жыш € ( Rà — Кум) sin ©; + sin @,_{) 


X sin (0,_, — 8;), (6.6.23) 
xx FÉ. HH (6.2.23) 18; 
a CeV )7- 4,0-4 20 GU — Gay 
РА 7 РА РЕ (RE Y СЕН 
一 р (6.6.24) 
是 与 } 无 关 的 . 


(5) 速度 分 布 的 对 称 性 . 
由 于 (6.6.21) (6.6.22), 动 量 方 程 (6.6.4)(6.6.5) 中 的 输 运 项 全 
79 8g. E (6.6.4) AIE cos0;_, У (6.6.5) AJ sin 0,_, 相 加 可 得 
o Y]. = о А 
— [(P — P,-,,4 3)5(cosacosB, ., 


T sina sin; 4)A:zl45.sc2cpsp4. (6.6.25) 
类 似 地 有 | 


[prV T ТИ 
— [ (P —Р,—1,44)50— сов sin , 
+ sin a cos, 1)! ] авъвсъсрьра; (6.6.26) 
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由 于 (6.6.20), Рас 一 Ре за == Poa — Руа = 0, AEEA 
中 内 留 下 起 边界 АВ, CD БИШ, HW S EE (6.6.6), 用 
(6.2.11) № (6.2.22) 计算 得 
Sj 3, = Ri(sin8; + sin 6;_,) sin — 
cosacp == cosÜ; 4, sin аср == sinO; 4, (6.6.27) 
созш яв == — cosÜ; ,, поль == — sinO; 4, 
Е (6.6.24) (6.6.23) (6.6.27) Ч] (6.6.25) (6.6.26) HZ EX, 
EP = wig 
ССА) (P, — Pia) —" GRE GP, 一 Pep HAr 


= eig [CR 2)! — (Ria) 1 cos 85. 


+ 


Tha C U-àa-i = 0. (6.6.28) 


将 这 与 【6.6.9) 比较 ,说 明 速 度 分 布 在 "时 刻 仍 保 持 球 对 称 的 ， 
(6) 内 能 分 布 的 对 称 性 . 
根据 前 面 分 析 得 出 的 一 系列 结论 ; 雇 及 由 于 
J 
和 能 量 守 己方 程 (6.2.26) 计算 得 г" 时 刻 内 能 


n-i 


eag = а Ки — GLA] 


[CRI Pie — (Ria Pm al^: (6.6.29) 
L aD! — Q1 cos 22 
是 与 了 无 关 的 . 


至 此 ,证 明了 = 时 刻 计 算 结 果 是 保持 球 对 称 性 的 。 ШЖ, 
所 设计 的 计算 格式 在 计算 一 维 球 对 称 问 题 时 的 计算 结果 是 偏离 球 
对 称 的 ,那么 ,可 以 用 上 面 的 分 析 方 法 来 找 出 究竟 是 那 一 部 分 计算 
格式 (包括 边界 条 件 的 计算 格式 ?是 造成 这 种 现象 的 主要 原因 ， 从 
而 可 以 采取 措施 对 该 计算 格式 进行 修正 ， 

如 果 在 计算 一 维 球 对称 问 题 时 采用 这 样 的 计算 网 恪 ; 用 自然 
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物质 界面 将 整个 计算 区 域 分 成 若干 个 子 区 ; GER x — a 
质 ， 因 此 可 以 用 B1 型 计算 网 格 ; r= 0, j= J ДА 
(对 称 轴 ) ;前 一 于 区 的 二 KK 边界 即 为 后 一 子 区 的 名 一 0 边界 ;这 
些 子 区 入 边界 上 的 网 格 角 点 的 计算 ,属于 2. 42 情况 ,并 采用 公 
式 (6.4.8) 一 (6.4.10) 来 计算 ,其 中 取 方 向 向 量 为 { cos01, sin бү}, 


Ө, == (1 — 2) r3 

ЖУК АНН (6.4.22), FE i ARERR ЖИ: 
算 与 此 是 协调 的 。 不 难 证 明 , 5 ЕАО ЖКН, ЕАСИ NEG 
黑 仍 保持 为 球 对 称 的 . 

4) 在 前 面 的 讨论 过 程 中 , ЖЕНУ A0 一 0， 还 可 以 得 到 与 二 维 
体 平均 多 流 管 方 落 计算 格式 相对 应 的 Lagrange ААК и — Е 
对 称 问 题 的 计算 和 格式， 经 过 整理 得 
(еси) + (рев) 
Сос) + Coo 
АР — PY) 


из = 


PLC 一 RD) + PLE — Ria) 
Ü H ufak нр bcm, 
а: = I PL 1 о 4) — «141^, 
当 #443 — и 0, 

p: (ре) -АР + Сос „ 

к (ре). + Сес), Т 4, 
R$ = ВЯ иг, 

nl — (n (Ri) um (Rf. ? 


“ут 
АзССР — PRA) — (ЕЛУ КР — PLA] 
LLLA LLLA чаас cir 


I -ALCRIS — (Ra YT] 
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+ АСВ} — (К 


Piti = РЕН, est). 


在 计算 一 维 球 对 称 问 题 时 ,这 套 计算 格式 与 著名 的 von Neu- 
mann 人 为 粘性 法 计算 客 式 相 比 较 , 虽然 在 形式 上 是 有 差别 的 ,其 
计算 结果 都 是 接近 的 . 


$7 Годунов 的 间断 分 解 方法 


ЖЕНЕ, Годунов (1959, 1961) 方法 也 
EE AK x6 В A E E EE AS ЕО ARI T EA E LB 
发 ,经 离散 化 以 后 ,来 建立 计算 格式 的 ; 它 出 适应 于 选择 任意 形式 
的 Lagrange-Euler HH ANTERA: 它 订 计 算 的 主要 物理 量 也 
都 定义 在 圆 格 中 心 , 并 共有 按 体 积 元 平均 的 意义 ， 轩 此 ,这 两 种 方 
法 的 基本 计算 格式 的 形式 是 一 梯 的 .Tomysoa 方法 的 主要 特点 ,也 
是 他 本 大 一 再 加 以 强调 的 ， 在 于 利用 所 谓 ” 间断 分 解 " 问题 的 精确 
解 来 计算 网 格 边 界 上 的 物理 量 ， 

(—) 间断 分 解 问题 (BD Riemann 问题 ) 的 解 . 

订 谓 “间断 分 解 " 问 题 是 一 维 非 定常 至 想 气 体 动力 学 的 这 样 的 
初 值 问题 : 初始 * 一 0 时 给 定 的 物 至 量 分 布 ulr, 0), р(х, 0), 
Р(х, 0), 在 x = 0 ДЕН ИНК, 其 两 边 *+ < 0 Ex > 0 分别 是 
ЖУЛ а, р, Dr М ии, Ри, Pus 如 
ш, А x < O, 
ми» М ox = 0, 

ER ҮЛЕ ЭЕ ЛАП ЯВ ЕВ u(r, г), e(x, г), P(z, 0) ЖЖ 
区 满足 微分 方程 CARS UU, (1.1.25) —(1.1.27)) 
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u (=, 0) - | 


Se , дем „_. 0, 


д; Өх 

Opa Alp + p) 

B; + a = 0, (6.7.1) 
OpE BCoEwu + Pu) p. 

8: + > ? 


在 间断 处 满足 间断 关系 式 《参见 (1.4.2) —(1.4.4)) 
[2157 — [он] = 0, 
Leul — [ew + РІ = 0, (6.7.2) 
[eE 127 — [оЕа + pu] = 0, 

这 里 E — : + — ë, SZ ҖЫЙ x 一 cQ) 的 运动 速度 9 = ©”, 


HES > 122 38353 N BS ВЕ ZE [RT PR ДОА 5 Ж. ЖЖ, 
初始 间断 并 不 满足 间断 关系 式 〈6.7.2), 因而 它 是 不 稳定 的 ， 在 
t > 0 后 立刻 分 解 成 若干 个 满足 间断 关系 式 的 六 断 ， 各 以 自己 的 
REHIA. 

EHER ORR EA ERAR F, EEE 


的 ， 依 照 给 定 的 初始 条 件 不 同 ,其 解 为 以 下 五 种 情况 中 的 一 种 (部 
Ландау Л. Д., Лифицнц E. M., (19543). 


! 
/ | k | 
р { \ // 
` і 4 1 NY, 
i x 0 x 0 x 
C1) (3? {32 


, 
/ 
N sx 
mna x 0 x 
GD (8) 


困 6.7.1 
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Ei НЕРВ ЕЛДЕ ЛЕЙТ, ЗЕРЕН, — ДАН 
ж бо КА, НХ, CD), АНТ НОЕ А Nb ВЕ hU 
iEn (2), ERAI НУ ib Җир EE. ЗЫ, 情况 
(3), ЯНАО 130260 "PR RB HB DRE COE SEO (4), 3 
ЙН] т BD ЖЛЕ НМ; 情况 (5). ЖЕР rB C RES ТЕУ l 
为 真空 区 . 

在 间断 分 解 "问题 的 解 中 ,对 任何 国定 的 + > ОБР, Е, Ж 
访 尚 来 到达 的 波 前 区 域内 、 流 体 状态 仍 分 别 保持 为 原 有 的 常数 分 
布 ur, pw P № oun, pu, Pu; 在 左 、 右 波 与 接触 同 断 之 闻 的 波 
后 区 ,流体 的 状态 也 是 常数 分 布 ,其 速度 与 压力 的 信 是 共同 的 ， 用 
太 写 的 U. P OF. EE IA ЖА, Ум В М Ви. ХА 
ЕЛЕЕ — Fo d [RI ET E po RB BIER DC» BD EE epo D BÉ ЕВЕ ВОЗ E 
尾 之 间 的 区 域 中 , HEREA НЫНЕ НИ TA ш, о, b: 过 渡 到 被 
后 状态 U, В, P E. P < pG = I, 1), ЯЖ REGE 
РЕН АЈ. ERDER, Н Г Riemann FERR HER 


保持 常量 , 而 ~ 一 comst。 就 是 其 中 一 族 特 征 线 , 故 所 有 物理 量 仅 


仅 是 二 МИ. 在 冲 激 波 间 断 情 况 , 由 波 前 状态 ú, s.p, E 


波 后 状态 U, Ro P ВЕЛ, H. P > РК; = 1, П). 

对 于 以 下 形式 的 状态 方程 ， 可 以 给 出 求解 闻 断 分 解 问题 的 算 
ФЕ (Hl Годунов (1959), Годунов, Забродин, Иванов, Крайко, 
Прокопов (1976)), ЖЕН 


= Р 
г {н лу IT’ (6.7.3) 


НЫНЕ. БАНИ 
£ — Const., (6.7.4) 
E y e 
c = V Hpie’ 
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X ISTE RERNA P t ОҢА DIRE ЕЕ ЙГЕ ЛИК ЖЕЛЕ ОД 
下 关系 式 


U ш кА = 0 СЕ, 


U — ин — — Aw 一 0 GE), (6.7,5) 
其 中 a; (1 = J, ID) 为 


ME HEN" Гаж На, 
a, = > ; 
Z= ; 
= M H Р; + 2H , (6.7.6) 


而 由 Riemann Ж, X ЖОШОНУ ЕЙТ АН ДТ ЖА: 
P Vise] — 
И 一 u, 一 1 “|1— (Z) | 0 (ZE REB. 


(6.7.7) 
U — uj +— en f 一 (Py = 0 (+). 
# (6.7.5) Ж (6.7.7) 统一 写成 С 
U — uj = — КР, 5i, р) (Е) (6.7.8) 
U — uj = КР, Ри, ри) CHWE) 
的 形式 ,其 中 
| P — bP; 
H + 1 CE) H— 1 
КР, bi, рр) 一 di 2H P, / + 2H 


gd — ц, S рер, (6.7.9) 
(6.7.8) Н ГК О, FIRJ] PORRE. НИЦ, 得 
А — ЖАШ PRESIDE. 
uj 一 ви = КР, by, рр) + КР, Ри, ри) = Е(Р), (6.7.10) 
Ж Г ENR РЕАЛЕ ЕТАН УВ НО АЧ, TEX BIB 
Ж F(P) 的 性 质 ， 不 难 证 明 ， 函 数 JP, р, о) Е P= p, ЖЕ 
连续 的 ,并 且 有 连续 的 一 阶 导数 


, M P Z= р, 
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Em РОР, р, е) 一 im FCP, pi, pi) = ——, (6.7.11) 
m 


Рр pici 
H5 P> 08, КР, pi, ог) Е ЕЛЕ, BIS 
РОР, pis рг) > 0, РОР, Р, pi) > 0, (6.7.12) 
Dd. fE P> 01], F(P) ib АЛ L BJ TA GERA, Fi 
据 这 一 性 质 , 可 以 给 出 间 贤 分 解 类 型 的 判别 式 。 
为 了 讨论 确定 起 见 , 设 pn 22 p. ЖЕНИ, РНЕ 
以 下 判断 ， 
(1) 34 м иу Z F (Pn) 
Ри — Р 


HR ++ 1 (2u H— 1 
Psi — | л л — — 
| 2H "pb, ) 2H 


КИ P > pa Z pu, RAER AEREI. 
(2) ЭҢ Р(Ри) > м — ши Z Р(р,) 


— .__ _2©п h- P yw] : 
H—1 ( м» 


则 pr > P Z= Рі, ВНЕ, НЕ. 

(3) 39 Е{р,) > s — ин > F (0) 

2c 2си 
` Tr H.A 
则 p.c PZ 0, Е ЕЯ. 

(4) 当 F(0) > м — ип BF, WIEWS FS Bic Z alti ИЕ EX - 
Ей Г, ZZ apa А Ө НЕВЕ, (6.7.7) 的 
两 式 中 的 U 就 不 再 表示 同一 个 量 、 用 以 解 了 的 (6.7.10) 式 也 不 再 
成 立 。 在 真空 区 中 , 取 R 一 0, Р = 0, ЗАБНИ E. 

РН (6.7.10) 求解 的 方法 之 一 是 Newton 切线 法 : 

po*0 一 Po 一 КР, pr, р) + ҚР, Pu, оп) — (s 一 ип) 
РСР, р, рр) + РОР, Ри, pu) 
(6.7.13) 


时 ， 


其 中 
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РР, р, er) 
Р _ 
(H + 1) (2) + + (3н — 1) 


тт prri(ry.8-iD SM P = р, 
== NIE: ы -)- Ex (6.7.14) 


2H 
e Py "т, 当 P < p, 
Hp, Nb; : 


选 代 的 初始 值 取 


р =, ЁзӨп©и + fume t (ип — в) естеп (6.7.15) 
рст Риби 


JOE T P ESAE » H (6.7.8) ZEE U fi 


U = > (wu, + ни 十 КР, Pn, eu) 一 КР, B, m). 


(6.7.16) 
闻 断 分 解 的 解 u(x. г), o(x, г), p(x,0 可 根据 解 的 类 型 
Ж (x, £) 所 在 的 位 置 分 别 由 以 下 公式 给 出 ， 
(1) 左 波 区 一 «UB 


(a) А ЕТТЕН, НАШЕ ^, ЕЕ 
1: 


S, = нү 一 2t 
P 
PT t 
R. = ——— — 0% 
1 а; — et E U) (6.7.17) 


在 击 波 的 波 前 区 ， = <”, (u, р, P) RERNE Gu. pi, Ру); 在 


击 波 的 波 语 区 ， 9 <= < u, («, o, P) 取 波 后 从 (О, R,P). 


(b) 左 波 为 稀 玖 波 的 情况 ， 先 计算 波 头 速度 S, FRAR 
2 ， 波 后 密度 Кү; 
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£V s, — 6, 


S = U cet, 
W: (6.7.18) 
1™ 
(er y 


其 中 a = et 10а 0), 
(E dc PE Br e Ode , MS, ЖОРА, <“ < < U, 
z 
Gop, p) 53 31] ҢА НИЕ № ВЕН, YE DR BE UE DC P „ЮР, < Ж < 
t 


S” ,根据 Riemann 不 变量 关系 bue + та ,及 特征 
线 ucc T ARE AER i €: 


- aH-—1 X 2 
€ = efx, t) ul 一 二 | + - eu 


由 此 ,计算 Cu,p, 户 ) 如 下 
u = u(x, t) m — + c, 
z 


c uL, 

о а (2, qnm 
Г 

p e(x, ғ) = Нр. 

С 


(2) AEK U < fs 


(a) УРНЫ. ИЕН 97, 及 波 后 密度 Ry 


S = ч + 2 
ет 


Ри и 


аи estas 0) 
其 中 аи 由 (6.7.6) АҢ. ННЯ, S”, < CO 


* 


(6.7.20) 
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- т> наа В РР 
COMBINA s EPIRI y P RR RR eq ЗЕЕ НЫ "ИЛЬ гизлин г o С. - 


ВОНИ (su, eu, Ри); 在 右 击 波 波 后 区 ,VV < = < Su, (x, 


p, р) 取 波 后 值 (U, Rn, P). 
(b) 右 波 为 稀 玻 玻 情 况 。 计算 右 稀 意 疲 疲 头 速度 £u, RE 
速度 i, RAER К 
Su = ви + cu, 
S" = U + eh, 
HP 


UG 


(6.7.21) 
Ru 


其 中 


(ии 一 U). 


c$ = cn — H—1 
2 
ВОЛАНИ, Sra < —, MEER, U < < SA, 
(и, o, P) SARENA w s ES Em НЕЕ рч, 

Z < T < S^, 


RJ FH = + c ЕЕ 
一 и + с 
£ 
Ен — СЕНЕ Е Riemann 不 变量 关系 


2 
M — — ё = Ni — 


H — 1 H— 1 


РОЯ c 
e= e(z, = BT (5 — s) + 2 €i 


H+ “+ 
tt. 计算 (н, D, Р), 


x 
u = (z, t) = — — с, 
t 


ен 
p= Р(х, г) — Pu (=== , (6.7.22) 
п 


p= plx, t) = НР. 


с? 
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(3) ЖЖЖ ХЫ, Ж, НВ P = 0, WE 
Ri = Ri 一 0， 但 是 波 后 速度 了 已 没有 意义 ， DU jk, (6.7.18), 
(6.7.21) 中 稀 朴 波 波 尾 速度 计算 公式 不 上 再 成 立 , 需 要 改 成 : 


и es 
2 
S t — t uns (6.7.23) 
Tr Зе: С SEAS de, 


(—) — Годунов 格式 
首先 ， 利 用 间断 分 解 问题 的 精确 解 ， 来 建立 一 维 平 面 情 痪 的 
Годунов 格式 。 和 由 和 祖 应 的 积分 形式 的 守恒 方程 离散 化 后 ， 可 得 以 
下 一 维 的 基本 计算 格式 : 
0 AG — xh) = о а(х — x14) 
+ [o(D — uár]; — 1960 — АИ, 
(os); Gert — x12) = Сон) kx? — x14) 
+ Les( D — и} — plir — [eut D — и} — P3; f, 
(PE) 5 GU — rt) = (ФЕЙК а? — х7.) 
+ [eECD — в) — upl;^t — LoE(D — и) — utl; At, 
(6.7.24) 
这 里 * Ш og" 时 刻 两 格 点 位 置 ， 
D, 一 ж} — х; 


是 两 格 点 运动 速度 ， 
E; = e(P;, р) + 二 и}. 


为 了 计算 上 述 格 式 (6.7.24) 中 出 现 的 爽 格 边界 上 的 物理 量 a, ор, 
po ЭД, (s, р, p)i-k = (u, p, Po (u, p, P (9, о, PY 
为 初 值 的 在 x x; 处 的 间断 分 解 问 题 。 ПР (s, о, Р), 
将 根据 页 格 边 界 直线 
D; 一 工 一 z 
t — 4" 
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— c ааа. er re 


I Ж 


Hyg Я Feta, МАЕ Fali 


在 该 点 x == x, 处 的 间断 分 解 的 解 由 所 处 的 地 位 来 计算 例如， 
为 确定 起 见 ， 慨 设 已 经 判断 知道 x 一 x, 处 的 间断 分 解 类 型 是 左 
Жас. ЖАРЕ; HE Ah (6.7.13), (6.7.16) (6.7.18) 
(6.7.20) 计 算得 到 p. U, 57, FF, Кү, 5. Ry ЧН.» 则 网 格 
边界 量 (w,p， P); 的 计算 如 下 : 

(1) Ж DSS., UARA 了 在 左 稀 醇 波 的 波 询 区 ， 取 
(w, p, P); — (u, p, P)i-3. 

(2) Ж 5, < D, < Sr, ШЦ nS ВЕНЕ, 
由 以 下 公式 计算 (参看 (6.7.19)) 


в; = H —, (6.7.25) 


其 中 


c ———{(н._ — P + —ə— c.l. 
і ggi ;) H+1 j-k 


(3) Ж FISDSU, Ио Ен m 
[Ж.М (и, р, р), = (U, Ry, P). 

(4) Ж U= D Sn MARDA ifi xm 
区 : 取 (н, o, р), = (U, Ro, P). 

(5) ж Fas D,, MRAR ЕЕ, Hx 
(w, p, P); = (и, р, Pu. 

ЕЕ ЖУРН, мВ БАО (WE 
尾 ) 相 重合 时 , 即 D, = 9”, (或 97%), 无 论 将 (u, р, р), 作为 波 
前 量 ({ 或 波 后 量 ) 计 算 , 还 是 将 它 作为 波 区 内 的 量 计算 , 得 到 的 结果 
ERAR SMELA j 与 右 击 波 波 面 相 重合 时 , 即 D; — cu 08 
АЖ (s, e, b), 作为 击 波 访 前 量 计 算 结 果 与 将 它 作 为 击 波 
让 后 量 证 算 结 时 是 不 相同 和 的， 但 是 ,由 于 击 被 的 波 前 , 波 后 量 之 间 
有 间断 关系 式 (6.7.2) 相 联 系 * 无 论 用 击 波 波 前 量 还 是 用 击 波 波 后 
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тазыл чш. P à E 


E LUH BAV REI & Spes is gg: (оо), 
le«(D — и) —Р],, [eE(D — и) — ир], 得 到 的 结果 是 相同 的 ， 
Mp ЛУТ т 与 接触 痊 断 面相 重合 上 时， D; = U. 无 论 用 那 一 边 
1 PE ЖЕСЕ ЖАЛЫН eri FE b UE 15 ЖЛЕ ЯЕ n FR IRE RJ. 

至 于 风格 点 运动 速度 D, RAWRANA x?” 的 确定 ,是 
与 在 计算 中 选 什 么 祥 的 计算 网 格 有 关 的 ， 对 于 Lagrange 计算 网 
格 情况 , 若 U. P 是 x= ДАНОН РОЖЕ, Е 27, Mj 
Ht D, = s, О, p == P, дїї! == z" + u Ar. 在 一 般 的 Euler 网 
EMF. D, 和 at 是 由 新 网 格 点 形成 的 计算 规则 来 确定 的 ; 
т, ЧРЕЗ ЖЕН Euler М, № Р, = 0, rtl xv"; 对 于 
等 分 型 的 活动 Euler ЖЖ, ИЕН xD 是 出 边界 网 
Ж хо. x25 按 等 分 方式 来 确定 的 , 即 


ptt == + 十 LoT — gi) 


除了 内 部 网 格 边 界 i PE, СЕНО”) = а мј = 
本 处 的 物理 县 于 算 。 这 要 出 祖 应 的 边界 条 件 来 确定 。 例如， 讨论 
左边 界 x = x, 处 的 几 种 类 型 的 边界 条 忻 : 

(1) ЯЕ АЧ ВЕН ЗКО (—wuk, pk, pk) № (sk, о}, 
bh) 的 间断 分 解 来 计算 x = x. 处 的 U, P, НЯ D, = < = U 
=0,рь=Р. 

(2) 冲击波 条 件 。 这 时 应 由 给 定 的 左边 办 被 前 状态 s", o", 
ре) № (uy, сї, РА) 的 间断 分 解 来 求解 ,并 且 取 D, = 9, (и, 
e, P). = (U, Ri, P) 

(3) НЕ. 这 时 应 在 (6.7.8) 的 后 波 方程 中 令 己 一 0， 
REU. 并 取 D = s= U, p = 0. 

上 面 介绍 的 一 维 Годунов ВИЙ EXE GN RU 27у NE. 可 以 作 如 
下 的 理解 .大 家 知道 ， 一 纵 流 体力 学 方程 组 的 绚 解 ,we г), р(х, 
t), e(x, O 是 满足 积分 形式 的 守恒 方程 的 ; 


中 pix — pud: = Ú, 
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$ pudx — (p + рей = 0, 


фе (e + 2) de — | ef。 + Ie) + З == n, 

(6.7.26) 
Жз $ EHT: 0 ЕН 
通路 作 积 分 .现在 ,把 ¿= 0 了 时刻 的 状态 分 布 量 〈《w，P， е)]-% Ж 
成 是 在 网 格 内 都 是 常数 的 阶梯 形 分 布 , 并 且 以 地 作为 初始 分 布 , 用 
间断 分 解 方 法 ， 构 造 出 在 oe <: < r": 内 的 精确 解 , Е A= 
1 一 1" 取得 足够 小 , 使 得 任何 相 邻 的 凋 断 分 解 点 发 出 的 证 相 辫 
СМЖ ОХА ^: 的 限制 也 就 是 差分 格式 的 稳定 性 条 
件 }，。 这 样 构造 的 精确 解 就 满足 上 曾 的 方程 组 (6.7.26)。 如 果 考 虑 
ГТА Сау, 2), GF), GP, eT), Certi, nt) 的 两 格 
XL FUE 2G SUE p ЯВ (6.7.26) 可 以 写成 基本 计算 格式 (6.7.24) 
的 形式 ,其 中 


pr (аре — «у= Фрида, (6.7.27) 
(pu) (хр — afti) = jz. plr, Durant dz, 
CEYO” — t8) (а ote, ne, mm 
+ 2 ix, (t) | dx 


这 就 意味 着 , 将 上 面 构造 的 精确 解 ;, 在 г — 10 时 肇 的 网 格 内 ,在 
(6.7.27) 的 意义 下 按 网 格 长 度 加 以 平均 后 所 得 到 的 新 的 阶梯 形 分 
布 就 是 用 格式 《6.7.24) 计算 得 到 的 时刻 的 差分 解 ， 因 此 ,用 
Годунов 间断 分 解 格式 (6.7.24) 求 差 分 解 的 过 程 ， 可 以 理解 为 这 
种 在 平均 后 得 到 阶梯 分 布 的 基础 上 构造 精确 解 ， 然 后 再 加 以 平均 
得 到 新 的 阶梯 形 分 布 的 过 程 。 这 种 理解 下 的 Годунов 格式 , 在 关 
于 流体 力学 方程 解 的 存在 性 问题 的 理论 性 研究 中 也 有 一定 的 作 
Я, 
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(=) ZR Годунов 格式 《参见 Годунов, Забродин, 
Прокопов (1961)) 
Е ЕАН, Годунов 方法 的 基本 计算 格式 也 可 以 号 
成 (6.2.15)—(6.2.18) 或 者 (6.2.23) —(6.2.26) 的 形式 . 
在 讨论 用 间断 分 解 的 解 去 计算 二 维基 本 计算 格式 中 的 网 格 边 
界 物理 量 前 , 震 要 先 讨论 一 下 一 维 间断 关系 式 【6,.7.2) 和 二 维 间断 
关系 式 的 异同 之 处 。 在 二 维 情况 下 ， 涪 断面 的 法 线 方向 п 与 流 
Жи и ЖК). и = u п 为 速度 的 法 向 分 量 ， 
и, 一 mz — нот ХОА. ЗАРИ, ALS 
的 压力 及 法 向 速度 是 连续 的 : 
[p] = 0, [нь] = 0 (6.7.28) 
而 密度 及 切 向 速度 а, ШЕН]! ТИ. ED 18555 ШЇ УН] Э 
ARA. MATERE HA A ARE XD Je ЖЕБЕП 
[a] = 0. (6-7.29) 
EE ДЕТИ yE PJ F ШЫН] EE 
[e]1£7 — [eus] = 0, 
[pu ,]S” — EP + ов) = 0, 
l ; 1, 
[е € 十 La) S 一 L (е + la) ta + pu. | == fj. 
(6.7.30) 
内 此 ;在 二 维 情况 下 , 际 了 根据 情况 对 切 向 速度 分 别 加 上 必要 的 条 
忻 外 、 只 要 用 速度 法 向 分 量 ws 代替 一 维 的 速度 и, НЕ £5 
一 维 情况 是 一 样 的 . 
现在 来 讨论 二 维基 本 计算 格式 (6.2.23)—(6.2.26) 中 网 格 边 
я БУЕНА ЛЖ РЕТИ К. ЕЙ, RE j 3 
的 物理 量 . 
[ec( D - n— u- n)5A1],4-3, 
(Lou (D ` n — w n) — peosa]SAt]; 4, 
(Lee( D - n — u. n) —Psina]5A:),, &, 
UeECD - n — a п) —Pa ‹ n]5Ar)4-5, 


r""-"--—————————— «€ (€ ((———Áá—— án — — Ü - - -一 - - 


其 中 
Una («cosa + ә sin б} а} = рл 
Eja = е(Рра-&, ора) 
+ > (uia Над 3). (6.7.31) 


这 就 是 要 根据 以 了 边界 为 癌 断 面 其 两 侧 状态 为 《Pa 0, РЕ 
及 (o,u,v, Р) 4-5 的 间断 分 解 的 解 来 计算 (Co, uv bark. 
Tni ORBE ЕНЕН 9) Е.И] 2 Ж 
Us aX, kh ТРЕЕ cose a LÀ + vjska зїп оң}, 
taka a-k = ик ла} 一 tja keoso;4 i. (6.7.32) 
Ж S SEHE 
V Gen aon. (np ileti k 
S; Rt . 
Л, М (wn; P, PDj-ka-3. a, о, Ру. М Dni, 9» 
别 作 为 在 一 维 Годунов 格式 中 状态 (и, o, Р), (s, р, Did. 
E Di. 那样 ,通过 一 维 间 断 分 解 解 计算 得 i 边界 物理 量 (4, 0,021, 
这 就 是 所 要 计算 的 
(аз, p, Pik- "= (u, p, Р). (6.7.34) 
有 了 了 边界 的 法 向 速度 分 量 wi,4-#， DEREN iE 
间 览 的 相对 位 置 来 确定 ; 边界 的 切 向 速 府 分 最 
444-3 = focii Ж Э.п ъ<0, 
| “j кк D nu à 7 0, (6.7.35) 
这 里 的 U 是 上 述 一 维 间 断 分 解 中 得 到 的 小 启 区 速度 即 接 般 间 断 的 
ЖЕ, ЖА, НИНИ f 边界 的 速 诬 分 县 ， 
Wk = (sacosa + и, sina), 3, 
эа = (usina — Hy соза), а}. { 6.7.36) 
这 样 ， 我 们 用 间断 分 解 的 方法 计算 了 二 维 格式 中 所 有 i 边界 的 物 
HE. 
5 j ЖЕ: Lagrange 性 质 的 网 格 边 界 时 ， 上 面 的 计算 
(6.7.33) —(6.7.36) 应 该 用 以 下 的 计算 来 代替 


6.7.33) 
D- na- = ( 
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u- ma] k= D. n. 0, 
Pia-k == Р, 
ЖФ, U. P 是 用 len, o, Р); 42-0 (ил, p, Р), 5-0 HERR 
ВЕНЕ НУ EF AK. n ШИЕ i a Ж. SE 
Ж 5 ЕТЖ. 
& 边 界 的 物理 是 的 计算 ,可 以 用 完全 类 似 的 办 法 处 理 。 
由 于 在 四 个 相 邻 网 格 公共 第 点 附近 闻 断 分 解 的 物 到 图 象 是 十 
分 复 赤 的 ,因此 ,以 二 维 阶 梯形 分 布 作为 初始 条 件 , 来 构造 Ar 时 间 
闻 河 内 的 二 维 精确 和解 ,这 是 一 件 十 分 困难 的 工作 ,上 面 讨论 的 二 维 
间断 分 解 计算 格 式 , 不 考虑 来 自 角 点 附近 的 间断 分 解 的 影响 ,只 演 
看 琴 个 相 邻 网 格 之 间 的 间断 分 解 闪 题 。 这 样 计 算得 到 的 网 格 边 界 
物理 重 , 并 不 是 严格 的 二 维 间断 分 解 的 精确 和 解 。 因 此 ,二 维 疗 断 分 
解 方 潜 得 到 的 差分 解 ,就 不 能 再 象 一 维 情况 那样 ,把 :时刻 的 差 
分 解 看 成 是 以 "时刻 的 阶梯 分 布 为 初始 条 件 的 精确 解 的 平均 . 
用 间 电 分解 方 法 求 司 格 边界 物理 量 ， 其 计算 工作 量 比 其 他 的 
БЕХ, АНТЕ ИН Годунов, Забродин, Прокопов (1961) 
ФОА Н ТРА ВОДЕ Эе Z. >N: 
Unt = 0 (u + с 特征 关系 ) 
ec) (6.7.38) 
о (a— c 特征 关系 ) 


КН А, (6.7.5). ШИНЕ, (6.7.7) 以 及 统一 的 
KRA (6.7.8), Hi e 十 < 特征 关系 代替 左 波 关系 式 ; Mu с 
征 关 系 代替 右 波 关系 式 ， 并 以 此 来 近似 地 计算 接触 间 妈 附近 的 速 
ЕН 
— Ecu) + Cocu)n + Pr — Pu 
(рс) + (юс) 


(oc)iPn + (Среди: + Сар — ину (ре) ее): 
Рт ке 5 (6739) 


XE SCR [B] УВ AX EE LEUR GA. НИИ. НА 
XUI RUD HE ЕН, РИМ 
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(6.7.37) 


U — нр 


太 强 的 问题 . 

二 维 Годунов 间断 分 解 格 式 , 被 用 来 计算 不 少 实际 的 非 定常 
气体 动力 学 问题 , 如 溃 击 波 对 二 维 物 体 的 绕 射 ,球面 点 爆炸 与 平 
面 的 相互 作用 ,管道 中 的 非 定常 气动 力学 问题 ( 油 波 管 , 火 季 发 动机 
的 气 道 , 喷 咀 ) 以 及 非 球 装 药 的 爆炸 等 问题 ， 在 对 这 些 问题 的 计算 
中 ,多 数 可 以 在 采取 适当 的 边界 条 件 后 在 固定 的 Euler 坐标 网 格 内 
进行 计算 ; 有 的 则 采用 了 追踪 冲击 波 面 及 追踪 两 种 气体 的 接触 间 
断面 的 措施 , 在 把 它们 作为 计算 区 边界 的 笑 动 岗 格 中 来 进行 计算 . 

很 多 定常 问题 也 可 用 二 维 非 定常 的 Годунов 格式 来 计算， 
in. СЖ (Laval) 号 管理 论 的 问题 , 在 平面 概 栏 中 的 混合 
流动 ， 起 声速 气流 与 责 的 正面 磁 描 ， 以 及 对 平面 的 或 轴 对 称 的 物 
体 的 统 流 等 问题 。 通常 这 些 定常 知 题 是 轻 有 超声 速 流动 区 ， 又 有 
亚 声 速 流 动 区 的 混合 流动 问题 . 由 于 描写 起 、 亚 声速 流动 的 微 
分 方程 组 分 别 是 双 则 型 、 椭 贺 型 的 ， 因 而 其 数值 计算 方法 闫 别 很 
大 ;加 上 上 起. 亚 声速 区 的 交界 面 事 先是 不 知 遵 的 ， 这 就 造成 了 对 混 
合流 问题 计算 的 复杂 性 用 非 定常 格式 计算 定常 问题 的 了 时间 相关 
法 ,就 是 在 给 定 的 边界 条 件 下 , 取 足 够 任 装 的 近似 作 初 始 条 件 ， 用 
非 定常 计算 格式 计算 一 定时 间 以 后 达到 稳定 的 状态 ， 即 可 得 定常 
问题 的 解 ， 这 可 以 克服 上 面 提 到 的 轩 难 .在 这 些 定常 间 题 的 计算 
中 ， 常 把 那些 事先 不 确切 知道 的 分 界线 作为 活动 婴 格 的 边界 来 处 
理 。 当 计算 达到 稳定 状态 时 ,这 些 分 界线 位 置 也 就 自动 确定 了 . 例 
如 ,在 计算 有 脱 体 冲 汶 玻 的 绕 流 问题 时 ,就 可 把 未 知 的 脱 体 冲 激 波 
作为 这 种 活动 网 格 的 边界 来 处 理 ， 

Годунов, Забродин, Иванов, Крайко, Прокопов (1976) 387 
多 维 气 动力 学 问题 的 数值 计算 》 一 书 , 对 Годунов 方法 理论 和 应 
记 作 了 全 而 的 专门 论述 ,读者 可 以 从 那里 获得 更 详细 的 材料 ， 


$8 Е, BUE 


随机 选取 法 是 近年 来 发 展 起 来 的 一 种 流体 力学 计算 方法 ， 与 
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ЗСА а" arb l li 


通常 的 流体 力学 数值 计算 方法 不 同 ， 它 的 近似 解 不 但 与 计算 中 所 
用 的 空间 岗 格 和 时 间 步 长 揭 大 小 有 关 ， 而 且 还 与 计算 中 所 取 的 革 
РЕЛЕ. НИ, 它 的 近似 解 也 具有 某 种 随机 的 因素 ， 有 目前 ， 
这 种 方法 仍 处 在 进一步 的 探索 和 发 展 之 中 ,并且 仅 限于 讨论 采用 
BEAJ Euler 计算 格 网 的 情况 ， 下面 将 着 重 对 随机 选取 注 的 基 
本 思想 和 特点 作 些 简要 介绍 . 

首先 ;讨论 一 维 平面 流体 力学 方程 组 (6.7.1) #00. PERS 
闻 步 长 Ax 的 国定 Euler ИЯ р, 0 


Ре тил x) + Ах, 
1 
хы == > (хы + хр 一 Xj- 各 十 人 AX。 


4 (s, e, Р)? ERMER ulr; 10, o(x, г), Р(х, 0) 在 x = x, 
z = 1" = nA: 处 的 近似 解 ，§57 Л, Годунов WARA DÀ 
下 特点 : НЕ r 时 刻 在 每 一 个 次 格 (xz ТН 
(u, о, Pp)34#4， 若 雇 此 为 初 秆 用 间 汤 分 解 方法 得 到 的 精确 解 为 
afr, z), Alr, f). Р(х,г), t m = mh ЖЕШ Годунов + 
造 的 £0" НЕОН Я (s, р, Р Hd 就 是 这 些 精 了 确 解 在 网 阁 


(х,, жы) 中 的 一 种 积分 平均 . Годунов (1961) db i Ed ur НН ЕР 
HERE pr pe nr ski, BERERA. Л, Glimm(1965) 对 
Годунов 略 式 进行 小 造 , 用 一 种 带 随 机 最 的 Glimm А, ЖЕТ 
忆 解 ,并 且 证 明了 :; 在 某 些 条 件 下 ,这 样 构造 韵 近似 解 中 ， 存 在 一 
РУНЫ РР ГУИН. —Glimm 构造 近似 解 的 方 
ВЕЛЕНО: z = 0 时 的 近似 解 (s, р, Р)} НЯНЮ; 设 
СН гг КАЛБАИ (и, р, 27, BRAGH (= "t м 
HENEU (u, p, РР"; Ш" КАБ ЕЕ 
(хуа, ху) 内 是 常数 分 布 的 阶梯 形 分 布 ， 对 于 每 一 个 x = xui 
PA PS IJJ ES T" $E S WAS (zy. tp K (za), za) ADI E 
ШИЙ ЖООДО (ШТУ E BIR СКК Riemann [58]ERD. 

-r= A. y= ра (4, о, Ра € > 0, 

(a(z, 0), р(х, 0),p(x, 0)) 一 l. о, Ру? RO, (6.8.1) 
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КМШ Gn, 2,0, PED. 令 昌 为 一 个 在 区 B 


| 一 二， 二 | 中 均 久 分 布 的 随机 变量 。& 为 8 的 一 个 值 ， 于 是 取 


p st 时 刻 的 近似 解 为 
С? py = (s (в.д, La), 


s (6x, Ta), p (aiaz, + ar )). (6.8.2) 


接着 类 似 地 ,把 (4, p, Duf 看 成 为 在 网 格 (x, sa) 内 是 常数 


分 布 的 阶梯 形 分 布 , 对 每 个 x = <; 求 得 相应 的 Riemann 问题 的 
解 ,再 用 随机 变量 9 的 什 来 得 到 近似 解 (и, р, р)". awaypi 
看 到 ,随机 变量 9 的 选择 对 近似 解 的 行为 有 极 大 的 影响 ,要 求 随机 
变量 Ө 在 计算 中 依次 所 取 的 值 Ө,, 9， 0 尽 可 能 紧密 地 副 


近 区 间 | 一 上， 二 | 上 的 均匀 分 布 , 这 是 十 分 重要 的 . 

随机 选取 法 作为 一 种 流体 力学 的 计算 方法 是 由 Chorin( 1976, 
1977) 提出 和 实现 的 。 这 个 方法 的 基本 思想 来 源 于 上 面 提 到 的 
Glimm (1965) 在 征明 真正 非 线 狂 严格 狭义 双 曲 型 方程 组 接近 于 


常数 初 值 问题 的 弱 解 的 存在 性 定理 时 所 用 的 构造 近似 解 的 方法 ， 
根据 Glimm X15 ,随机 选取 法 计算 一 维 非 定常 流体 力学 问题 


时 ,每 一 个 Ar 是 由 两 个 LA 步 长 计算 来 实现 的 。 在 计算 第 一 个 
I^ БР, НН LERA (а, о, Р), (н, р, РУ 构造 


x = xj, 附近 的 Riemann ПАК, АБЕД ААН», + 
ER Ах 的 网 客 内 随机 地 选取 一 点 ， 把 这 点 上 的 解 值 就 作为 


(и, р, РУ. ЗЕНА E Ae 时 ， 用 相 邻 两 半点 上 的 状态 


2 


H n 1 
(и, p, PTE, (м, р, РУЗ ЖИВ x= z, 附近 的 Riemann 问题 的 
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ЖЕ АЛЕНЕ A rh ta, KEA Ах 的 网 格 内 随机 地 选取 一 点 . 
把 这 点 上 的 解 值 作为 Си, o, РӘ. 这 样 ,随机 选取 法 需要 沽 境 网 
А-Т: ВЕ, А САВО АЧИ В, У Riemann 问题 的 解 
在 这 点 上 的 第 .。 这 个 问题 等 价 于 Годунов 间断 分 解 方法 中 网 相 
邻 况 格 之 间 岗 格 过 界 斩 理 量 的 计算 问题 ,内 此 可 以 用 57 中 介绍 过 
的 Годунов 算法 来 解决 ,只 需 往 意 到 那里 的 话 动 两 格 边 界 的 位 置 
对 应 这 里 的 随机 后 的 位 置 就 行 了 。 其 次 ， 关 于 随机 点 位 置 的 确定 


问题 , Вр 3518 Е +, +] 内 均匀 分 布 的 随机 变量 8 的 取信 问 


题 .这 正 是 Chorin 的 随机 选取 法 所 要 着 重 讨 论 的 问题 . ЧАЯ B 
过 对 每 个 时 刻 【 每 次 推选 二 Ar )， 对 每 个 网 格 点 都 取 随机 变量 


0 的 一 个 新 的 值 ， 这 种 做 法 的 实际 效果 是 极 不 理想 的 ,例如 ,这 样 
做 的 结果 可 能 使 某 一 个 网 格 的 状态 同时 向 左右 传播 ， 从 而 得 到 一 
个 嚼 和 仍 的 常数 状态 分 布 。 因 此 ,在 黎 机 项 取 法 中 规定 , Ze IR] ИЯ 
的 所 有 网 格 点 上 都 取 随机 变量 Ө 的 同一 个 值 ， 即 若 98 Oas 
bs 是 8 依次 取 的 值 ， 则 由 s ЕЯ sit 时 刻 各 网 
格 点 的 随机 量 值 都 取 б, FR "0 推进 到 07 时 都 取 Өл, 

下 面 用 一 个 简单 的 例子 ， 观 赛 随 机 选取 法 所 构造 的 近似 解 的 
某 些 特点 、 考 上 七 一 个 以 常 速 S” 运动 的 定常 冲击 被 情况 ， 设 5 > 
0， 冲 击 波 的 波 前 及 波 后 分 别 为 常数 状态 分 布 了 及 ЕК 
始 位 置 在 x 一 0， 取 固 定 的 Euler ARA ху, 其 中 有 一 点 与 冲击 波 
位 置 相 重合 . 当 相 邻 两 风格 内 的 状态 都 是 状态 r 或 者 都 是 状态 
|j, Riemann 问题 的 解 仍 保持 这 个 当 数 和 状态 ， 因 此 随机 变量 的 值 
Ө, 对 该 点 的 近似 解 计 算 没 有 影响 . 只 有 与 冲击 波 位 置 重 合 的 网 点 ， 
其 网 侧 状 态 是 不 同 的 , 其 相应 的 Riemann 问题 的 解 仍 是 一 个 速度 


为 s^ 的 定常 击 小。 如 果 gAs < S^ As, BIPER ( вд, 1. 


SA: поо WARES ， 则 近似 解 的 冲击 值 位 置 向 前 进 了 
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"LS 距离 ;如 时 
В. Ах > Z, 


即 样 点 (eus, 1 одг) 的 状态 为 波 前 状态 +"， 则 近似 解 的 冲击 


ЕЗЕТ > Ах шщ. ¿= 2 A: 时 刻 近 似 解 的 冲击 波 位 
ЖЕЛАНИЯ > 及 状态 x ， 这 样 继续 计算 下 去 ,经 
过 ?2p · =. A: 后 , 冲击 波 的 位 置 为 


HI 
X = > АХ, (6.8.3) 
Fw 


其 中 ， Ty 沪 随 机 变量 


м @ Az < Løa, 
q; == 1 i (6.8.4) 
—> MA får >= ES = Az. 


8 是 在 [-i. zi ЕВ, Ө КИЕ Ө; 可 以 直接 


ҤЕ ЖБЕК, 58 4: 2638, НАД — A ИВЛ 
Я. ЧА 足够 小 时 ,有 


leur lax, 
2 2 
则 w ER = 值 的 概率 为 " + 十 s 21. R- 2. 值 的 概率 为 


1 i А: 
277597 ду и МУВИ f 为 
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=l 
2 Ах 
国 此 ,冲击 波 位 置 * КЈУ БИЕ x № 


к == Ar ал, (6.8.6) 


这 恰好 就 是 ”一 одо 时 刻 冲击 波 的 精确 位 置 。 当然， 实际 计算 
得 到 的 冲击 波 位 置 x 与 冲击 波 的 精确 位 置 之 间 是 有 偏差 的 . 
JTE- PRIDANE, Chorin 提出 了 以 下 处 理 办 法 。 其 


目的 是 使 样品 值 的 序列 更 紧密 地 通 近 | 一 十 ,二 | 上 的 均匀 分 布 . 


令 m、m， 是 两 个 素数 ，m <m, EWER nm, FERF 
Я] 


( 6.8.5) 


nj, mm (rm + пу) Спой). (6.8.7) 
对 于 Ө BEER EE а, ‚ 8, * s Ds + HE REI T Т 
品 值 序列 8, 9,,---, PREE , 


Ө, = (CDE: 1)/m) -> (6.8.8) 


并 在 计算 中 用 0, KRE 0,. 这 种 处 理 办 法 的 实质 是 : HKE 


= L| 分 成 等 分 ， 令 每 个 于 区 间 的 编号 依次 为 4, 1, … 


m 一 上， 第 一 次 在 第 m 个 子 这 间 中 随机 地 迹 各 一 点 所， 第 二 次 
在 第 s 个 子 区 闻 中 随机 地 选取 一 点 01, Bm + LITERE nua 
m 子 区 间 中 随机 地 选取 一 点 Onm 等 等 。 通常 m 不 能 取得 太 大 ， 
mn, WT AEN RE ERR p, TER m —7, 
ть 一 3。 这 样 处 理 的 效果 是 很 好 的 ， 

在 随机 选 介 法 中 ， 边 界 条 件 的 正确 处 理 是 需要 加 以 仔细 考虑 
的 。 如 过 处 理 不 当 ， 不 但 会 侨 低 精确 度 ， 而 且 可 能 得 到 总 假 的 计 
RAR, 假设 把 边界 条 件 给 在 最 靠近 边界 的 两 格 点 上 ， 令 其 为 
хх = Ах, 计算 区 域 在 x = z, 的 左边 ， 如 果 在 гг 时刻 可 
以 由 mw， 点 及 х. 点 的 已 短 状 态 (s, р, PY, Gop р). 的 


Riemann 问题 解 ， 经 随机 选取 得 到 = 点 的 状态 (ws ps РУ, 
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那么 为 了 达到 状态 PPNO 就 必须 在 边界 另 一 边 补充 假想 状 
& Gp. pa 才 行 ， 当 边界 是 辕 整 情况 时 , 取 


(p, Р) = (р, Р), Yk, Hiag = ш, -35 
当 边 界 上 给 定常 速度 2 计 , 取 
наз m 25 — tj -he 

这 里 要 注意 ， 由 于 随机 选取 所 引起 的 解 的 横 移 可 能 会 使 某 些 状态 
值 在 与 边界 相互 作 有 刷 后 消失 掉 ， 因 此 训 对 边界 上 的 随机 变量 的 选 
取 问 题 提 出 新 的 要 求 . 例如， 设想 初始 时 刻 在 园 <, 附近 给 了 
高 压 高 密度 状态 (u, ору), ПЕНН th iki RED 
m= 0, рі = Xx, Pi = Pi-4—10,15—2,--. WREE Xj, 
ría 网 格 的 Riemana 问题 的 解 中 ,随机 地 选 到 属于 xi,.， 处 的 状 
态 , 即 


EF P, 2m = (изв, P 


那么 在 以 后 的 计算 中 ,流体 就 会 永远 处 于 静止 的 定常 状态 ,初始 出 
现在 边界 附近 的 高 压 状 态 的 影响 就 消失 了 。 为 了 洲 免 发 生 这 种 情 
况 ， 就 要 求 作 这 样 的 处 理 使 得 随机 变量 的 初 值 0, асе |o, L| 
的 区 间 内 。 一 般 说 来 ,在 固 壁 条 件 时 ,在 计算 边界 点 时 亦 采 用 前 面 
所 到 的 处 理 办 法 (6.8.8), 可 以 使 得 随机 变量 的 相继 两 个 值 。 一 个 
在 | 一 去 ,9 | 中 ,一 个 在 |o , H| 中 ， 可 以 用 一 个 向 左 的 位 移 很 
快 地 去 抵消 一 个 向 右 的 位 移 , 这 对 于 减少 解 的 横 移 是 很 有 效 的 ,在 
特殊 情况 下 ,有 了 时 可 能 要 专门 考虑 更 好 的 处 理 办 法 . 

随机 选取 法 在 计算 一 维 问 题 中 是 较 成 功 的 ， 并 且 具 有 一 定 的 
KR. БЫКИ СЕНЯ, 随机 选取 法 是 无 条 件 称 定 的 ,但 是 为 了 
保持 一 定 的 计算 精度 ， 仍 需要 对 计算 步 长 加 以 较 严 的 限制 ， 随 机 
选取 法 只 共有 一 阶 精 度 。 在 计算 光滑 解 的 问题 中 不 能 与 其 他 高 精 
度 的 差分 方法 相 竞 争 ， 但 是 在 计算 间 呈 解 间 题 中 ， 它 的 近似 解 的 
间断 面 是 十 分 明显 的 ;不 象 用 通常 的 差分 方法 计算 时 ,由 于 所 售 的 
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人 为 粘性 ,数值 粘性 的 影响 , ТИ] ИК ТИ БЕА ЛК ЭД W ВОЗ Ж I 
HX. 
随机 选取 法 也 用 来 解 二 维 问 题 ， 先 将 非 定常 二 维 流 体力 学 方 

程 写 成 守恒 形式 

(р), + Cou), + (pe), == 0, 

(ou), + (ры? + P). + (ouv), — 0, 

(ov). + (pru), + (pr + Р), = 0, 

(oE), + (CPE + P)u), + (CoE + p)v), == 0, (6.8.9) 
其 中 


E = e + + G + 0), p= (r — l)ee, 


仍 民 固定 的 等 空间 步 长 的 Euer ИЖ: Ах == Ay — 5. Я 
后 采用 分 裂 技 巧 ， 把 二 维 问题 分 成 * 方向 的 一 维 问题 和 3 方向 的 
一 维 问 题 ， 分 别 用 一 维 的 随机 选取 法 来 求解 。 * 方向 要 解 和 的 一 维 
方程 组 汶 

(о), + Cou), = 0, 

(04), + Сри? + P), => 0, 

(ov), + (pea), — 0 BE (и), + (0), == 0, 

(PE) + (tpE + pju): = 0. (6.8.10) 
} 方向 要 解 的 一 维 方 程 组 为 

(р), + Соғ), = 0, 

(ош), + (pue), == 0, X (ú), + elu) = 0, 

(pv), + (ра? + P), = 0, 

(РЕ), + (ФЕ + p)v), = 0, (6.8.11) 
注意 到 : * 方向 要 解 的 一 维 方程 组 (6.8.10) 与 通常 的 一 维 方 程 组 
(6.7.1) B RETADE Oh + иб»), 9, T EL ER T Xr 
А T Жл, 


1 1 1 a4 
(о 2и) + (p orn ) — 000), Con), 
+ pvl(v), + u(v),] = 0, (6.8.12) 
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这 两 方程 组 中 的 能 量 方程 是 相同 的 ， 因 此 ， 在 用 随机 选取 法 求解 
х 方向 一 维 问题 时 ,例如 ,由 (=, о, р, PY, RE opd) Е, 
时 ， 先 象 通常 一 维 问题 的 随机 选取 法 那样 ， 由 срв) RE 
(а, ps РЎ, ВИННЫЕ v ARR 


保持 常数 的 性 质 ， 来 确定 LI: 


zl [no 4 BREL AC ТЕЗЕ ДИ uj ИТЕ ОЗДЫ. 
了 机 点 在 接触 间断 线 右 边 时 ， 
解 y 方向 一 维 问 题 时 , 《这 时 < 和 + 的 作用 互 换 )， 可 用 类 似 办 鞭 
来 处 理 . 

现 将 二 维 情况 随机 选取 法 的 计算 步骤 叙述 如 下 : 在 一 个 步 长 
刚 开 始 的 时 候 , 已 知 在 (285, ЈА) 点 上 的 量 (u, o, p, Ру. 每 一 个 A; 


步 长 的 计算 将 分 成 四 分 步 来 实现 。 每 分 步 都 用 PE 步 长 ， 或 者 


计算 * 方向 一 维 问题 ， 或 者 计算 Y 方向 一 维 问题 。 第 一 分 步 计算 
* 方向 一 维 问题 ,结果 得 到 【人 :十 2), б) 点 上 的 量 sse, 


(6.8.13) 


раз 第 二 分 步 计算 y 方向 的 一 维 问题 ,结果 得 到 (| 24-1.) 4, 


(+#+-41)») 点 上 的 量 Cr, p, akak 第 三 分 步 计算 = 方 


向 ,得 到 (a, v, o, P. k; 第 四 分 步 计算 3y 方 向 ;得 到 (а, v, p, 
Pp}? 这样, 完成 了 一 个 Al 步 长 的 计算 ， 再 进行 下 一 步 长 的 计 
算 ， 在 每 一 分 步 计 算 中 , 取 随 机 基 6 的 一 个 值 。 

LFR., 如 果 边 界 与 网 格 线 相 平行 ， 那 么 可 以 用 一 维 
情况 处 理 边 界 条 件 的 办 法 来 处 理 。 在 外 定 的 Euler 计算 和 将 网 中 如 
局 处 环形 状 复 杂 的 边界 条 件 问 题 ,对 一 般 的 计算 方法 来 说 ,已 是 二 
较 联 筑 的 问题 ,更 不 用 说 主机 选取 法 了 。 
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БА ВЕ т ERREDH, {Н ТЕЗЕ Н-Т — ES 
ЕІЯ ЕТЕ AA Т ИҢДЕ, Я, 0. кд OD ҺИ ER TUA: 
ЗЕНОН. ТЕН ЖЕ АЧТАН, КРАН 
p И poto ЖЕ НЕ ЛА C „ HEEL) ERAK, ЭП ЕЕ Эт НГЕ 
动 算 准 ,这 也 是 很 困难 的 ， 在 庶 如 此 类 的 一 些 问 题 的 计算 中 ,随机 
量 的 选择 仍 和 需要 加 以 进一步 研究 。 此 外 ， 随 机 选取 法 与 Годунов 
方法 一 样 ,都 需要 精确 求解 Riemann 问题 ， 而 在 状态 方程 形式 较 
复杂 , 稀 醇 让 区 的 解析 解 不 存在 的 情况 下 ， 求 解 Riemann 问题 解 
的 算法 尚 需 研究 解决 ， 同 而, 达 代 求解 Riemann 问题 占用 较 多 机 
时, 在 强 稀 醇 波 情 况 下 近代 可 能 会 不 政 印 等 ， 这 些 ,对 于 随机 选取 
法 的 广泛 应 用 者 是 不 利 的 因素 ， 
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第 七 章 ”守恒 律 与 守恒 型 差分 格式 


$1 SPESE 


Lax (1954, 1957) п 
Bu , x Of 
Br + ami p 
ВИ fi ЖА СЕАНСА #F fE SF TE J АВЕ 
$2), 其 中 向 量 и = (м, u)T E 一 《ti xa) 和 上 + 的 
函数 ， 而 f 则 是 х. ам ным. 这 里 #5 是 空间 变 
Ekka, ғ 是 未 知 函 数 的 个 数 。 当 FU ”只 依赖 于 «wd, 方程 
(7.1.1) 还 可 以 写成 以 下 的 形式 : 
да ~ t) OU , 
> + 51 А 5. 0, (7.1.1) 


其 中 4 是 Fe 关于 未 知 向 量 函数 a 的 Jacobi PEBE, WEN 
TEKA d EAE 00 = COPE "Ta aa), 矩阵 >` A, 有 $ 个 


0 (7.1.1) 


实 特 征 值 , 则 方程 (7.1.1) ER (7.1.1) 称 为 双 曲 型 方程 组 ， 如 果 这 
+ 个 实 符 征 人 彼此 互 不 相等 , 则 方程 组 (7.1.1) 8E C7.1.1)" 852977 
格 双 曲 型 方程 组 ， 在 Descartes ВДВ Xs rh BJ Rf ЯНА 
力学 方程 组 就 是 一 组 守恒 律 。 在 Lagrange 质量 坐标 系 中 平面 一 
维 流 体力 学 方程 组 也 可 以 写成 守恒 律 COLD 的 形式 ,其 中 

u= (V, s, EY, f= (—u, P, Pu. 
先 研究 一 维 (2 = 1) 单个 (G 一 1) УВ 


ди + би) р —co =< х =< со, ¿í = Ü (7.1.2) 
åz Ох 


满足 初始 条 性 
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ulz, 0) = »(x), — ор < x « оо (7.1.3) 
Ry Cauchy ЇДЕ, ix f 是 # 的 连续 可 繁 的 函数 。 令 
dilu) = а(ши) 
ds > 


则 方程 (7.1,2) р 
Ән 


Br + aiu) би. — 6, (7.1.4) 
方程 (7.1.2) 或 (7.1.4) 的 特征 线 方程 为 
dx = ¿r 
p» (a) (7.1.5) 
由 于 在 特征 线 上 有 
dr 
EE — 0, 


di 


所 以 在 每 一 条 特征 线 .上 s 是 常数 ， 从 而 推 知 特征 线 《7.1.5) ЖШ 
线 。 根据 这 些 性 质 , 可 以 对 初 值 问题 (7.1.2}、(7.1.3) КОЖЕ 
分 析 。 
在 x* 辅 上 任 取 一 点 Olg, 0), 经 过 这 一 点 作 特 征 线 

lo: x w хо -+ apt, (7.1.6) 
其 中 ар = aleo), vg = v(xg). 如 果 从 x 轴 其 它 点 引出 的 特征 
线 都 不 与 dg 相交 , 则 有 

ибх, 0 = v(xg), (x, 2) € lo, 

此 外 ,在 + > 0 的 上 半 平 面 内 任 取 一 点 Pler, n), ШЖ Р 点 有 
唯一 的 一 条 特征 线 二 通过 ,而 且 ip 与: 一 0 交 于 (xe, 0) Ж, М 
可 得 

xp, tp) == vn). 
МЕ u ДЖ), 35i: 0 的 上 半 平 面 的 每 一 点 都 有 唯一 的 
一 条 不 与 <* 轴 平行 的 特征 线 通 过 ， 那 么 初 值 问题 (7.1.2), (7.1.3) 
就 有 唯一 的 解 ， 并 且 在 这 个 情况 下 ， 如 果 初 值 函 数 slx) 连续 可 
微 , 则 解 и(х, г) 也 连续 可 微 ; 如 果 vtx) 在 * 一 上 处 间断 , ШЕ 
иСх, г) ЗЕНА (Е, 0) 的 特征 线 上 也 间 怖 ,因此 应 当 海 察 对 
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TAE (7.1.2), (7.1.3) 是 否 通 过 > 0 和 的 上 半 平 面 的 每 一 点 都 
有 唯一 的 一 条 特征 线 通过 . 


Е TR 
би +e ĉu = 0 (c 是 常数 ) (7.1.7) 
和 一 个 非 线 性 方程 
ди ди _ 
Btu (7.1.8) 
为 恒 进 行 讨 论 。 初 始 条 忻 取 成 
1 z > 6 
= л. 
| о (7.1.9) 
或 
一 1 >00 
x) == (7.1.10) 
eG) | 1 x<0, 
ВЕСЬ (7.1.7), НЕЕ Ба 00 
ах 


— = f. 


因而 它 的 从 + 9н КБЖ НОЕ ВОР. ВТГ 
平面 的 每 一 点 P(r, tp), 都 有 唯一 的 一 条 特征 线 
x = c(t — ip) + rp 
通过 ， 它 与 * 轴 交 于 С, 一 en, 0) Mb. Hu 3353916 4 F B 
(7.1.95, A4 
1, 34 хь— ctp > 0, 
“(es ir) = La Mj хр — ctp = 0, 
Эп ЖЕЗДЕКЕ (7.1.10), 则 有 
—1, Mj жр ir>) 
1, 3$ rp — ctp =< D. 
实际 上 ， 对 于 任意 初 值 函 数 оС), ВЕ (7.1.7) 的 初 值 问题 
的 解 为 


(хр, 1р) = | 


u(x, O = vix — ct), (7.1.11) 
УШЕУ (7.1.8) КМ. 它 的 特征 线 方 程 为 


+ 


қысы, bH db sc] E 


dx 


— wm qH. 


dt 
Ч ЖАР ЕРЕДИ (7.1.9), WIKA TE x Rñ ЕАН AE 
斜率 为 1 的 平行 线 ， 而 从 人 负 * НЕО ВНЕ R: ДЕ 
为 一 1 的 平行 钱 (参看 图 7.1.1). 如 果 我 们 分 别 用 95, Q4, О, 来 
表示 区 域 + < —: ,一 ! < z < t, z > z, 则 可 以 看 天 在 区 域 2- 和 
2, 中 每 一 点 上 都 有 唯一 的 一 条 特征 线 遂 过 ,但 是 这 些 特征 线 都 不 
进入 区 域 б. 如果 初始 条 件 取 (7.1.10), 则 从 正 * 轴 上 各 点 引出 的 
FERE- RRES 一 1 的 平行 线 ， 而 从 负 * 轴 上 各 点 引出 的 特 
征 线 是 一 族 斜 率 为 1 的 平行 线 (ВЕ 7.1.2). 这 样 , ERR О. 


图 7.1.1 图 7.1.2 


和 Q, 中 每 一 点 上 仍然 都 有 唯一 的 一 条 特征 线 通过 , 但 是 在 区 域 
Q, 中 的 每 一 点 上 ， 却 有 不 止 一 条 特征 线 通 过 .由 此 可 见 РАВ 
线性 方程 ,在 z >> 0 的 上 半 平 面 内 确实 存在 这 种 区 起 ,在 这 区 域 的 
每 一 点 上 有 不 止 一 条 特征 线 通 过 .这 种 区 域 的 出 现 并 不 一 定 由 于 
ХІБА e(«) 存在 间断 ， 事 实 上 ,即使 初始 痕 数 充分 光 沸 ,也 会 
出 现 特 征 线 相交 的 区 域 的 ,例如 到 


v(x) = —th 二 (7.1.12) 


тн s > 0 是 任意 给 定 的 常数 .经 过 (zo, 0) ЯП (— хо, 0) 的 特 
征 线 分 别 为 


x 
x= x — t - th >? 
8 
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r = — ro + ¿ th 22, 
8 


不 难 验证 ,这 两 条 特征 线 相交 ,其 交点 为 《0, xo h Z2). 4 zo — 0 


时 ， 其 交点 趋 于 点 (0,8). 因而 ， 对 于 无 穷 次 可 微 的 初始 遂 数 
(7.1.12), S4 :r 之 8 时 ,就 出 现 特征 线 相 交 的 区 域 ， 看 来 ， 为 了 在 
这 样 的 区 域 中 定义 解 ， 必 须要 容许 解 是 间断 的 。 但 是 对 于 间断 解 
来 说 ， 无 法 处 处 满 是 微分 方程 。 因 而 有 必要 拓 广 解 必 须 满 足 的 微 
分 方程 的 古典 概念 ,引进 弱 解 的 概念 ， 

在 块 块 连续 可 涩 的 函数 类 六 中， 我 们 给 出 弱 解 的 三 种 完全 等 
价 的 定义 : wlx, 0€ K 称 为 是 方程 (7.1.2) 的 弱 解 ,和 如果 

(1) 在 连续 可 微 区 (x, +) 是 古典 解 ， 即 满足 微分 方程 
《7.12)， 而 在 w(x, 6) 的 间断 线 x 一 EG) 上 满足 关系 式 


dë — F — F 
= L (7.1.13) 


其 中 st 和 a" 分 别 表示 ибх, г) #EBDB2O EG, £) 点 处 的 
右 极限 和 左 和 极限 , 即 
ut = (ЕС) + 0,г), и <= us — 0, 1), 
而 ft = Қа), f = Кат). 
(п) F: > 0 的 半 平 面 上 与 函数 al, г) НЯ 
ZUR PRA НОС В УБЕ РЕЦ D. и(х,:) 适合 以 下 积分 关 
RA: 


| чак — fa: == 0. (7.1.14) 


ОП) 设 多 是 具有 紧 致 支 千 的 试验 函数 染 侣 ， 即 如 果 ф(х, 
t) ЕФ, ФЕ Е z > 0 的 上 半 平 面 中 某 个 有 界 区 域 也 以 外 
(包括 在 区 域 吕 的 边界 8D E) 恒 等 于 零 的 连续 可 徽 的 函数 .区 域 
D 称 为 PF 的 支 集 , 有 了 时 用 E, Жж. ulr, г) 满足 关系 式 : 


|| [Be 98 | жа о, voco. (7.1.15) 
Br Ox 


LE Ú 


如 果 试 验 函 数 集 合 Ф ART ФОР НЕ X FERE 
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=a re mm = м HERO ta 


续 可 微 的 函数 р(х, 0, BE + > 0 © ЖЇН SX 5k D Pl K OD E 
除了 和 * = 0 重合 的 一 段 以 外 和 恒 等 于 零 ,， 则 当 нба, г) 满足 关系 


д: 
Vo cd, 
К wtx, г.) 为 方程 (7.1.2) 满足 初始 条 件 (7.1.3) 的 Cauchy 问 
EHE ЯЕ, 
现在 来 证 明 CD. (H), (ш) 是 等 价 的 ， 我 们 只 要 分 别 证 明 
(т) ж Сп), CD 各 《ID ЕЯ. РНЕ. 


: [| Ez + 52! J dxdi + | ФС, 0)v(x)dx = 0, 


(—) (D — (D 


WET E +> 0 БАЕО ЖИЕ (Eq 7.1.3), ШГ ЯВ 
的 区 域 DD 是 ulr, 0) WESTRA, ME 


r х=) 


Bi 7.1.3 
| <a: — fdt = — Jj (2 + 51) dxdt = 0 
如 果 工 所 围 的 区 域 中 公有 нбх, г) 的 一 条 闻 断 线 + 一 ЕС) 上 的 
一 辟 了 Y。7Y 与 了 有 了 两 个 交 (ЕСА), л) W (ЕС), 5), УБЕ 
по, 了 将 区 域 D 分割 成 左右 两 个 区 域 D” M Dt, т фЕҳдр- 
的 一 部 分 记 作 Y ЕУ 作为 OD' 的 一 部 分 记 作 v*. 这 样 
就 有 


| “az — fdt = | «ds — dt — | _ нах — fdt 
r t 


ap yant 


— нах — fdt, 
» 


ABAE D” 和 D* 上 н(е, г) 是 连续 可 微 的 函数 ,所 以 上 式 二 
边 第 一 个 积分 等 于 零 ,于 是 得 


| =a — а = — |. (u 2 — г) — | (at & — F)a 


= j. [ми 2 一 (六 一 六 a. 
根据 《7.1.137 也 有 


E - far == 0. 


如 果 DD AUSARA «Ce. r) 的 间断 线 , 则 可 以 同样 证 明 。 这 样 
就 推出 OD m. 


(=>) (ID — (D 


设 slr, 在 区 域 口上 连续 可 微 ， 如 果 s, 满足 (D, 
即 对 于 和 任 奉 区 域 D*CD 都 有 


Í „нїх — [dr = 0 
8D 
则 由 于 


- нах — fdi == -\| (5= + 2r) drdi, 


AMATERKE D'CD, Hf 


Jie» + 2r) dxd: = 0, 


Жир ЕН 


Әм | Өр 
бе „О mo 
9; Өх > 


BU u(x, г) 是 古典 解 ， 

WME ибх, 人) Ж z= ЕС) 上 间断 。 № Ср, >») ВН 
ВЕЕ. Г, 为 由 下 列 四 条 曲线 z 一 疡 一 3，5 一 中 十 他， 
v = 500) — 6, x= Е) а (8 > 0,s > 0) 所 构成 的 闭 避 路 . 
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根据 (I)， 应 该 有 
|, ийх — jdt = 0, 


8n 

[ее + ә О а) +в, 0) |а 

fp- 
J” G a и(х, f, + jdr + WCCO — E, 1) 85 
Бера di 

е, —#)+a 
— або) — в n 4- "M тибя, № — 8)ds 
fp 

TEN 0. 


ELAR e 一 0 HERB, ess 
T "(s р) a [U ( E на. 


MAC tp =a 
由 于 on 和 #5 都 是 任意 的 , 故 在 间断 线 上 一 定 有 
(ab err. 
这 样 就 推出 (D. 


(=) (D — (TD 
在 集合 由 中 任 取 一 个 函数 ф(х, г), CA RX EQ ШЖ 
u(x, г) dp E, LÆRT, || 
RERED 
à 8: 


= [J LE u t 2 o= (ом 


= 一 " piudxz — jdt) 一 || +(5* + r ай =, 

分 方程 (7.1.2) 成 立 . 
WERKE Е, 中 含有 ulr, 0 的 一 条 间 汤 线 + — 5tz) 上 的 
— 8 Y, Y E дЕ, 有 了 两 个 交点 СЕС), п} f (£(4), t3); + 
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假定 a< s, v EER E, 分 割 成 左右 两 个 区 域 E5 和 Es.7 
作为 OE. 的 一 部 分 记 作 7?-， 同 时 7 作为 дЕ; 的 一 部 分 记 作 
T^. 这样 就 有 
9 дф (ap p де; Y gx 
j (22 ut ĈE у) аха Nu. +5. г) а дг 


P 


+ (ue 22у) аа 


Ф 


= — - p(udx — fdt} 一 - p(udx — far) 
一 一 | _pludr — fdt} 一 | „ФС4х — jdr} 


= -E pCECO, г) [а 2. — p |as 
— | еко, 站 [^ s 一 六 |а 


一 NICO г) (© 一 «7) a — q*— Pr) laco. 


(7.1.16) 
ШЖ E, ROM elr, МЕНЯ, ЕЖЕ 
H) (7.1.16) Ж, Am (HD) 成 立 。 


(m) (D — (D 


比较 《一 ) м (=) КЕ ајр Sim NETA AULAS LEAL 
此 用 类 似 《 二 ) 的 证 明 方 法 就 可 以 证 明 〈 四 )， 这 里 就 不 再 重复 
Т. 
МР sy ER 
ða , ôf) 
8: + Өх 2» 
我 们 同样 可 以 在 块 块 连续 可 微 的 向 是 函数 类 天 中 给 出 三 种 弱 解 的 
定义 来 , 即 如 时 


{7.1.17) 


ь 521 + 


(D ARAH а(х, )e K ЕЕЕ SRK W E WK DE 
(7.1.17), 而 在 ебх, г) ПНЕ x = G) 上 满足 关系 式 


+ uy) 7.1.18 
(п w) 59 , ( ) 


其 中 at 和 а 分别 表 示 чб, г) ECRIRE APR OU SOS EB AZE 
极限 
r — Ки). F` = fi), 

(H) УР: >0 半 平面 上 与 向 量 函 数 本 xy г) ААА 
相交 有 限 个 点 的 任意 逐 裔 光滑 闭 授 路 T, а(х, 1) 适合 以 下 积分 
关系 式 

| uds — F4: = 0, (7.1.19) 

(Пр 设 旬 是 具有 紧 致 支 集 的 试验 函数 集合 ， а(х, г) 满足 

KRA 


|| E и 中 22 f ахд -0, Ves O, (7.1.20) 
i> f x 
ЕНТ ИЕ v. (BE, ЖЕНЕ. РЕМИ 
ВЕ. ТРЕЕ ЕК a > 1, EXE’ РОЗ 
ЕЕК 2291 Ў 


l, х<— (a 一 1, 


1 
—4, — y (a — 1): < z < 0, 
ur, 2) == 1 
2, оу Gi), 
1 
—1, z> Ca— 1), 


中 的 每 一 个 函数 都 是 方程 (7.1.8) 满足 初 给 条 件 《7.1:10) 的 Cau- 
chy ШВ. 在 这 个 例子 中 器 解 甚而 至 于 有 无 穷 多 个 。 
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ЖАН Нм. 
Я s(x, 0) ЖЕНЕ: 20 ЕЗЙ, 除了 在 有 限 条 光滑 
曲线 上 间断 外 的 连续 可 微 的 函数 。 将 这 样 的 函数 集合 记 作 К, 
定理 “方程 (7.1.2) 的 满足 初 绘 条 件 (7.1.3) 的 弱 解 ul), 
如 果 在 其 间断 线 上 满足 
(ey fte) > 0) Kar 


ит — y” 


> ке) — Hw) voc I, (7.2.1) 


HÍ 一 g 


其 中 I= (minla^, ut}, maxi« , «*]), MH РЕ НЕГЕ МЕ Ex 25 
K, 中 是 唯一 的 。 

不 等 式 (7.2.1) SEXO EIE, 以 后 也 用 (OE) 表示 ， 

证 ATEA pE, 我们 只 就 (х) ВАЖКА 
有 罚 浮 数 和 融和 解 也 是 有 并 的 情况 进行 讨论 。 设 (а) 
ERKE [— x, xy] д вин M3, BI 

DECIDIR Mo 
9 sp, a0] 一 4, РЕАЖРЕЖЫ, > 0, ulr, 作为 x 的 
БА СШ Ж ИЛ ЖЖ ЖИР, 其 支 集 包 含 在 区 间 【一 (ntd), 
х t dr] zm. 

设 ulr, 6) 和 (n, г) 是 在 所 考 起 的 函数 类 中 问题 (7.1.2)、 
(7.1.3) 的 两 个 弱 解 。 ЯЛТЕ L АСАТ ER JE 
t 的 函数 , 记 为 НО), Bil 

HG) = ll — юй, m ule, ) — wle, laz, 
(7.2.2) 
显然 有 H(0)-0, He) > 6, 
ВАЎК HG) 可 以 写成 


HO = 5 (—1)" j= [ибх у — o(x,r)]4z 
的 形式 ,其 中 x = Wü) 表示 直线 r= — x, — Аг, x = yu) S 
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НХ y = xp + dí, 而 x == y, (t) (m = 1,2,- `. M—1) 
是 这 样 的 一 些 曲线 ,图 数 ulr, г) — а(х, г) 在 у) 的 两 侧 异 
ERPE y4Q) < х < ys G) m 

Iz, £) — (xz, O) = C [eC гу — СТ. 

分 别 讨论 以 下 两 种 情况: 

Gi) 在 yt E s, 0 和 wz, 人 都 是 连续 的 。 这 时 就 
一 定 有 ии = 0, BD 

u( y, CO, r) = wl уб), 0; (7.2.3) 

(ü) XE y.OG) E s (x, г) ИМ, fü (n, D ER., STARR 
u 和 w+ 表示 * 在 间断 线 左右 两 侧 的 极限 值 。 这 时 又 有 两 种 情 
DU: 

(H) н > шо t, ХИТ 

(Z) w* > w > uc. кт ХА, 
这 时 由 于 x = 9.00 是 а(х, r) 的 间断 线 , 所 以 一 定 有 

ву» _ Mat) — Ки’) 
dt u* 一 w^ 

《至 于 其 它 情 况 ,例如 在 y, 上 = ЯН, 都 可 仿照 讨论 
HB GD 的 方 靶 加 以 证 明 ). 

HERK HO) 对 +t 的 导数 : 

4 Ly (лу 4 P^" o — as, 


dt m-0 de Iya tn 


由 于 = Я ЖТ К,, MAE у < x < y (y 之 间 最 多 
只 可 能 还 有 有 限 多 个 间 晰 钱 . ВИНЕ у.) < z < ушыш) 
2, uE x 一 ztr) 上 间断 ,在 其 两 侧 * 的 极限 值 取 < 和 ur, 
ИП 57 БРЕЈ ФНО. 354. 

d put 


34; {и — w jdr 


y SUD) 


sir) m 24-173 
=“ li (u — w)dx + р kali (u — 578 
dt y tt) sü) 
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ГЕ "m ,fy 

一 | S. (и шах + | T -9.(u — wydr 
70 Әг sit) gr 

Lay dz tma (ut uc) 4а 

+ (x — w) di | rer ne. Ge — ас. 
Eit} B 

一 , — 2-00) — f(w) Ms + | 
y QU? Өх 


(Г) 


— а — __ dx, rmy үү? 
2 1а) — Ки) jds + Qn — шу 5" 
— (ut — иг) #® 


p 
dx Pay Dp; 
— _ Lo — Ни) — (и — w) P3 
+ Киз) — Kur) — (t — uz) SE. 
di 
ЖАК «wig y G) < х < y, (2) 之 间 有 多 少 根 间断 线 ， 我 
们 总 有 


aH b — ym — EN __ dx any eg a LU 
di 2: . D : [Дә Ке) ч w) = 
- > (—1)” (eo — Қа) — (а — w) 2 


di | x=y pit 


+ Қау — Ка) — (ы — юу £= . 
| dr NN 
4 
Ї = (—1)” liio — Ки) — (и — w) ®®. 
xay (270 
+ а) — Магу — би — в) AE 
| 4: MN 


对 于 情况 G), SUP (7.2.3), в 
Je == ü, 
在 讨论 情况 i) ЖАЙ, Ja 的 形式 变换 成 下 列 形 式 
In m т 2e — w) [ED =К=) 
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_ Ки AJ Ка. 45 


或 者 ,还 可 以 变换 成 
da m (—1)" + 20 — н) [= 
_ Ки) — Ки |. 
& — н 


ЕЕ т Gi 申 )， 即 当知 为 奇数 时 ,就 有 
ja = 200 -— «*) k (ut) — fa )], 


ut — w и — н 


或 
= 2(u^ — w) | e _ Ке) =. 


ut — и и 一 u 
ЖЕ Gi Z), Я m КЕЧ, ШЕ 
Ja = 2(и* — w) [62 — ue) 一 Ken — f]. 


— й н — H 
或 А _ 
200 — u` [t ) — fe) — (e) — f 1]. 
因而 如 果 
{Си и) — fon < o0) Ке) ‚ Vi € 1, (7.2.4) 
gt — t ut -一 м 
或 它 的 等 价 形式 
Ки) Ки) fw) а) wwen (7.2.5) 
at — u^ w — H 


成 立 , 则 J. << 0, WERTET m, щн ИМ, В (7.2.4) 
В, (7.2.5) 成 立 , 则 得 
21 ЯН < 0. 
МНА XURI H(0) = 0 就 可 以 推出 
НО) == 0 NM z> 0, 
这 样 ,条 件 《7.2.4) 或 (7.25) {КШ ТЕР К, 中 BRE L, 
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Suse u F a — А, que (7.2.4) 9, (7.2.5) Е Олейник 的 
WRA (7.2.1). EMER. 
我 们 以 后 将 满足 (ОЕ) HARR DSR XM. 
РИА (OE) 作 一 些 解释 和 分 析 ， 
TE (a, y) 平面 上 考察 曲线 y m (u), H u* < o < u” m, 
(OE) 可 以 写成 
Ки) < *- 


Қит) + 二 一 и Ки). (72.6) 
一 # н --u 


K IF КВН Ки) 在 区 间 I= (st, и”) 上 位 于 联结 (at, ft) 
Fl Qu^, f7) PS PA RPR R СВЕ 7.2.1), а < и" 
№, (ОЕ) 可 以 写成 


(>) 25 “е == бат ) +2 ш ш = (st). (7.2.7) 


这 表示 曲线 Ки) 在 区 间 I — (=, К mem (и, F) 和 
(at, f^) 两 点 的 直线 的 上 面 《 参 看 图 7.2.2), 


图 7.2.1 图 7.2.2 


培 条 件 中 的 072 07. 是 问 断 传播 的 速度 ,用 s 表示 ,在 


(7.2.1) 左边 令 м — a, HRA (7.2.1) 右边 令 w 一 ut, WA 
alu”) 22 S в(и*), (7.2.8) 
ВИД ЕЯ АПАТ Т р ШАО ОЕ ЛЕ АЈАГ, 不 等 式 (7.2.8) 
Ж (OE) ВЛАЕ АУТО ЦЕНА ЛЕ (СЕ), 
МЕНИ fU) ЕТ 上 不 变 号 时 , ЯНЕ yy 
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LET 


别 简单 。 WE р) < 0， 这 时 аби) = f (a) 是 单调 碱 的 ， 从 
(CE) 就 推出 4 < at, XH Р <0, HODTTIE3XGGS wel, 
(7.2.7) PAZ, Вр COE) Ш, МЕЩ f"(«) < 0 时， 我 们 就 可 
以 推出 

(OE) (CE) — < < ut — (ОЕ). 
xx РЕШЕ 2] — Н ШШЕ. А, ц Се) > 0 BF, ВЕ 
序 推出 

(ОЕ) — (CE) — u* < u^ — (OE), 
1E 18-30 ESAR. 

物理 解 不 仅 是 唯一 的 ， 而且 在 L, ЗУ КЕЖЕ КТ 

356 ke £F ате АУ XX RED Н(0) < e, ШТ COE) 


mr, жой S < 0, 故 得 


Нов ЭҢ +> 0, 

物理 解 还 可 以 用 人 工 粘 性 消失 法 得 到 .如 困 在 方程 (7.1.2) 的 

右 庙 加 上 一 个 带 小 参数 的 二 跻 导 数 项 《人 工 粘性 项 ) 就 得 到 一 个 儿 
НУ E 

Su, ү Ө) _ „ды, 


Au. + ЭМ aue, s> 0, (7.2.9) 
ЖЕ UR в 一 0 时 ,方程 (7.2.9) 满足 初始 条 件 
a (r, 0) = r (x) (7.2.10) 


的 解 и, (x, 0 АА ЛАРИ ЕЕК ЕЕ RTSRBIER SE 
#(х„), М alx, г) Æ (7.1.2), (7.1.3) 的 物理 解 . 

证 为 了 证 明 的 简单 想见， 在 下 面 我 们 假设 Ки) 是 充分 光 
谐 的 函数 ， 并 且 【〔7.2.93 99] (7.2.10) 存在 叭 一 的 连续 可 和 铀 的 解 
us x, 1). 

首先 证 明 ulr, г) Æ (7.1.2), (7.1.3) 的 弱 解 、 由 于 enu ғ) 
Л.Я ЖЫМ] u(x, г), dX sr, 2) ШТ ux, г), 8D 

lim |і pix, tu бх, га а 
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— || ф(х, Du(x, ti)drdt УфЕФ,, 


tox 
并 且 如 果 Ha) жи 的 连续 可 徽 函 数 ， 则 H(s,) ЕЖЕ 
Н(и), ХЕХ 


|| pir, OH(u,)dzde 一 | pir, ()HGOdsdr | 


= | ф(х, :)[H(u,) — HOO ldxdi | 

< suplei + supl (E) = (а, — widede, 
Aud š RTT я 和 * 之 间 的 量 , 而 右边 最 后 一 个 积分 可 以 尾音 
小 


将 任意 的 pcd, 36 (7.2.9) 的 两 端 ,然后 在 上 之 0 上 积分 ,得 


|! (o 9 + ф Se) did: == || sp arg, 
A д: Өх 1) ðP 


由 于 м. 连续 可 微 ,所 以 左边 可 以 改写 一 下 成 为 
Ji к + Polu) i Ë a + JG.) ae] dx dt 


і 


- || £go 2u dxdt, 
作 分 部 积分 , 便 有 
一 Г. ф(х, Ot xr, 0)dx 一 j| | 22 + Ка.) Се | 4х4! 


> 


wa | |} ИЕ Oo drdt. 
' Әх? 
tun 


当 8 一 0 时 ,就 得 到 


[f [e 2E коде] aa 


+ | ФС, 0))6(x)dxr — 0 Урс Ф, 


这 正 符合 ux, O Я (7.1.2) 满足 (7.1.3) 的 Cauchy 问题 的 器 解 
HEN, 

下 面 再 证 明 极 限 函 数 ulr, WENA (OE) 在 方程 
(7.2.9) BiU Г РАННЕЕ АСи,), mj 


hlu) оа, + hu, ) lea) = gilu.) 22. 29 (7.2.11) 
Ау 


{бшу = | blods, F(a) = | ACD Gs, 
其 中 я кати. 由 于 


SI ә 3 A = Өш OF [ди 
Эх? ; Аби ) к» ) + Ou (==) 
К (7.2.11) Ж 
САС SE) 一 o Ги.) BE ди. V 
— әх gp s) ( 9х ). 


(7.2.12) 
Е (7.2.12) РАД РЕЖЕ IBEX eco, REE’ > 
0 上 积分 得 
il С 2r) 十 Ф эим) | dxdi 


50 Fi 

| = 5 E 10а) 9х4: — в {| ph нь) оа. )isas. 
"EE ын. ë 

— || uo + Е.) 22 | dx di 


== E |) LG.) ZE dxdt — в Kass ( ош ) dxdt, 

(7.2.13) 

ЖЖ НТР УА, <, НЯ, 故 当 上 — 0 

财 是 趋 于 零 的 ;右边 第 二 项 由 于 9 和 5' 都 是 非 负 的 , 故 积 分 是 非 
wg. Ama в 一 0 时 ,方程 (7,2.13) AT 
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|| KO 2 + FG) 2e] dz dt 22 0. 

Vk zx = FG) Æ ulr, г) WERE. ИНЫЕ 了 ， 它 所 围 成 
ПУСК О EUGA x = FG) 的 一 段 r, Y РУЛЕТ 
区 域 D” Яп D+， 在 这 两 个 区 域内 wlx, г) 是 连续 可 微 的 , 因而 
Е D^ 和 D* 中 分 别 有 


OI(u) OF(u).. Bu , ӘКи)| _ 
B: 57 8s tu) [55 + пи) o. 


对 于 所 有 支 党 ESD ЗЕЕ Феран 
- el 1Сн)4х u Р(и)4:) + NCUO — F(u)dt] = Ü 
或 


| K 5 — ки”) | d: 
— NIU FA — F(«*) | d: = 0, 


这 里 л, a 是 7 与 了 的 两 个 交点 的 级 学 标 , 并 有 nn. 由 于 了 
是 任意 取 的 ， 也 即 a, a 是 任意 的 ,所 以 在 整个 间断 线 x ЕС) 
上 有 


1G) — Кит] 4 > Flut} — Flu), (7.2.14) 
现在 取 5 == — 00, 
0 ausw, 
мә) Mj +> m, 
则 得 à " 
» ucc Ww, 
т = x м = m, 
0, Ej wow, 
F 一 
ч) Uto — u, Xj иги, 
因而 当 <" < и? Bt). (7.2.14) 推出 


(u* — w) асай = flet) — Кш), Vem € I, 
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| 


VA c 1 тигра рор Р ЬН a 
r—=—— — i 


GERA PE (7.2.4). эң x+ < w” 时 ,就 推出 
о > — Gr) — fon) vec 1, 


XX ЗЕЛЕНЬ (7.2.5). ЖРЕЖЛЕВ Y ВЕРХ (x, г) 是 满足 
(OE) №. ЕЕ. 
HTS (d1) 双星 型 方程 
a + > 4 hix, I, u) + р(х, г. н) 
= 0, хей, гє (0, T], (7.2.15) 
其 中 
dix, ts u) Ӧһбх, г, и) + 9f(z, 1, и) Ou 
dx, Эх. ди Эх. ° 
满足 初始 条 件 u(z,0)= p(x) хЕК* (7.2.16) 
的 Cauchy [8JEW, С. H. Кружков (1970) 2A Eur РЕЗ т 
E ХЕ Я LLL FPS T ЖЕЛЕ SE un, г): 
1° ЗЕРЕН А НЕЖНОЕ РА ФС, O € Ф, 
都 有 


|| sgn(u( c, 2) — Ë) С — &) де 


TOW G3) — Ах, t, Ay] CE 


ni Эх. 
-|E £e + gno o] n 
= 0 (7.2.17) 
其 中 积分 区 域 07 为 (ir, Dire В, О.Т} o 的 支 集 
Е.С Il; 
2° 在 区 间 [0, T) 上 存在 一 个 测度 为 零 的 集合 з, щ 
ГЕ [0, T]N 时 ,函数 ste, ПЕ К“ EJLSE ERE i XC, 并 对 性 
WAR 天 ,一 人 zl 到 了 CR 
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я: 


ct 


lim K jule, t) — ах = Ü (7.2.18) 


r =l r 
ЗЕ ШТ Ji 


按照 С. H. Кружков WE, SHER n(x, 1) 是 分 区 连 
$3 up c ВОН › ЛЕТ) ИИ Е РЕЖЕ А, НИТ ЖА: 


sgn(u* — Ë) [CN — кусок (в, гу + S LEG ur, ut) 
— fx, t, Kk)]cos(u, х.) } 


=< sgn(u^ — 6) [Ca — сов (р, + S inst u") 


— f, t, k) deos Qo, =, (7.2.19) 


其 中 «t. e ЖИРНАЯ, > 是 间断 面 上 的 法 线 方 
Гу, ЕА «7 指向 at 的 方向 为 正方 向 ,不等式 (7.2.19) 可 直 
ЗЕМ (7.2.17) 得 出 、 设 (xs, r) 是 间断 面 上 的 某 一 点 ， 对 于 任 
WRI А, ЖЕКА РШ (ль, te) 为 DD 的 内 点 .包含 在 内 的 间断 
面 的 部 分 用 7 Жл, Y 将 口 分 为 陋 个 区 域 D- 和 D+， 对 于 性 意 
的 非 负 试验 函数 p(x， 门 ， 如 果 它 的 支 集 ЕСО, Ж (хь, 
tp) € Ep, Wigs (7.2.17) 有 


КЕ? — Ж) (C 一 Á) æ + È [f.(z, t, 9) 


— де IS 8. 
Gn 01 8 — [2 $- rosso 


+ р(х, г, u) | p | dx d: > 0, (7.2.20) 
Tt (7.2.20) 左 端 分 别 在 D^ 和 D+ 上 求 积分 ,得 


iir; Әф [$ð 
fx, з, ОТЕ, рэ Z fz, 1 D 
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+ g(s, 1, 21 T dx dt 

- | наби — 0 |3-G — Юе — 5 (#—%) 
DE 
-ro 


HG, 5 и) mm Fx, f, R) lp 


(хи) — Ех, r, &)1 


— Ф i E fhGx,1:1, k) + gx, „| dx de 


- | sint — 0 {-9- G — Өе 


+ 4 


gw] 


и) 一 f(x, 1, ЮЛФ 


t 


— p " 4 Di pm falt, i, a) + gx, гм) |} aza: 


= || зроби — 01 (u — К) cos (n, 1) 


+ DD IG, rs и) — f, t, E Doostn, а) pdo, 


其 中 п 是 Əp- 的 外 法 线 方向 ，gm 是 OD- 上 的 面 元 。 由 于 
ФЕ Әр Е, МЫ (7.2.20) ЕЖЕ DD” 上 的 积分 等 于 


[| sentur — D [t7 — &сов(п, /) 


OM Gs t, 97) — Ма, т, K)1cos (n, zo)) pdo, 


FIR (7.2.20) БИНЕ D+ 上 的 积分 等 于 
[осы — D {Gt оз (вг, 0 


* 334 ° 


é 
T > Ux, tf, н?) — FEA f, £)] cos (rr, Xa) | pdo, 


Huh w 是 OD* 的 外 法 线 方 向 。 显然 在 Y 上 m 与 m 正好 反 
府 ， 根 据 前 面 关 于 и 的 正 向 的 规定 可 知 » == n. 于 是 (7.2.20) 
就 化 为 


|| [sen — № Kc — К) со (м, г) 


Y 


+ > [fx t, н) 一 ER f, k) } cos (м, za)| 


tml 


— +ва(и* — 4) |(«* — k) cos(», 1) 


+ >; ` САСА !, и*) иш f(x, fy КУ} cost», 2 


X pdo = D, 
由 于 是 任意 的 非 负 的 试验 函数 , 故 推 出 《7.2.19) Ж. 
对 于 一 维 的 情况 〈 即 当 了 1), М (7.2.19) 可 以 推出 (OE) 
来 . 当 «7o <и? 时 , 对 任意 的 不 E (м, нт), ЖЕ (72.19) 可 
PLUS d 
(ut — &) cos(v, г) + [f(s*) — КВ) 1 cos(», x) 
= (k — u )cos(», z) —– Кит) — К&)]со$ (м, x), 
(7.2.21) 
НТ» НАУ НН, 1, z)| < T 将 (7.2.20) 两 


边 除 以 соз(э, x), 8] 
d£ .. _ cos(p, t) 
di соз (p, x) ° 
故 得 
2+ Wat) КЮ 
« — 4 — e) E72 e) рат) — к, 
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ала, 可 得 
KaT) KO & G7 — Ke R). 
这 正 是 (7.2.5)。 同样， 当 a+ < 时 ， 对 任意 的 ke (set, 7), 
RER (7.2.19) 就 可 化 成 《7.2.4)。 因而 就 证 明了 从 《7.2.19) 可 
以 推出 COE) 来 
最 后 我 们 来 讨论 一 维 双 曲 型 方 程 组 的 炳 条 件 ， 候 定 一 维 守重 
律 组 


9a | Of(w) n 7.2.22 
6: Bx (7.2.22) 


УХ 28 3 BUB , WABPE 


вл... 
AG) = BI n 
Ж ғ 个 不 相同 的 实 特 征 值 , 按 大 小 排列 为 
(н) < Aaa) =< +++ << (m). 
出 微分 方程 


ах 
— = j EI = 1,2,-"*, 
dt =) А ' 


定义 的 曲线 称 为 方程 (7.2.22) б k 一 特征 线 ， 

Lax (1957) 称 方程 组 (7.2.22) 的 弱 解 中 的 一 个 强 间 断 为 击 
波 , 如 果 对 于 间断 线 x 一 ЕС), BERSIN RU SRS ғ), 使 得 
下 列 不 等 式 成 立 


a7) < SE < l), 
dt 
(ит) < s < atu), (7 2.23) 


这 时 间断 线 x 一 EG ЮА НЕ. 从 不 等 式 (7.2.23) 显然 可 看 
出 有 


at) < r4 < urn), 


ЖАКЕ НУРА БУНА (СЕ), 
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Euler 坐标 系 中 的 一 维 流 体力 学 方程 组 


ðe ү 3 = 0, 
д; Әх? 


Эри + ð 2 (ры? + p) = 0, 
Ө 


OpE 8 
5, + Эт (pEn + Pu) 
有 三 条 特征 线 ， 
一 一 иң — с, dx ц, dx mmute, 
ғ dt 


Кин c 是 声速 ， 因 此 有 三 种 可 能 的 间断 ， 
(i) Su — c, ut — et — S — ut; 
(H) w^— e” = S < a”, wt < S < ини + ct; 
(ii) u^ < S < u" + c7, в + ct < S, 
其 中 5 ШЖ СЕЕН. 情况 GO Яп (їн) 分 别 对 应 于 向 左 和 
ИНН. ДАЖ (7.2.23) 中 允许 等 号 成 立 ， 即 间断 可 
以 是 沿 转 征 线 传播 的 , 则 情况 〈i 对 应 于 接触 间断 。 М Gai 可 
T 
$— u^ «c^, $ — ut > сў, 
Еа рр: ЖЕ Ж tr РОВ IE АНИ, MART EQ EE 
НН. хрен. 因此 不 等 式 (7.2.23) 
ERSAK. 
Lax (1971) 指出 ,在 很 多 情况 下 , 方程 组 (7.2.22) 的 所 有 光 
BER ERE DA Ир dit 
oU + BF 
dr Эх 
Hr U = Ulu), F = Е(и) НКУ. 现在 来 看 在 
ПАНК, РД (7.2.24) 的 UU 和 下 是 存在 的 。 将 (7.224) 微分 
出 来 得 


= (), (7.2.24) 


这 里 人 (直到 本 节 末 ) 通 数 的 下 标 ЭХ < 的 偏 导 数 ， 即 
Ou 


同样 , 记 


利用 (7.2.22) № (7.2.25) 中 的 ди 代 掉 ,得 


a Ou ap u 
xv >r at) tre 0, 
因此 ,如 果 方 程 组 


S Uf = Е, 11, 2 (7.2.26) 


іт і 

有 解 , 则 从 (7.2.223 ЕН — ITE Dn ror 8 8 (7.2.24). 但 一 般 说 
W, + > 21, (7.2.26) J&— ЛЯЯАЖН О M F + № 
方程 的 起 定 解 向 题 , [Ап JE TC MESS. Годунов (1961) ВН Т 
FEWE (7.2.26) НАЯ U ЯП E ЕВА. 

EH ”如果 方程 组 (7.2.22) 可 以 通过 一 个 变量 变换 一 
u(v) 变 为 一 个 对 称 双 曲 型 方程 组 , 即 形 如 

Өр дә 
Fr + B r 0 (7.2.27) 

的 方程 组 ,其 中 呈 是 正定 对 称 和 矩阵 , B ВИНЕ, ЕН 
AAR qw) 与 pw) EIE 


а, = W, (7.2.28) 
p, = f, (7.2.29) 
WE Ji я. 和 p, 分 别 表示 9 ЯП Р R о уйй (54.,---, ŽL) 和 
ар... др 
Рт» SE). знао. хв, R 


L (u) = wo — gip), (7.2.30) 
F(u) == Ро — p(v), (7.2.31) 
. 3387 


ДШ AI F 38358 ВЯ (7.2.26), JE EL U JE а КРАХ. 
证 经 过 变量 变换 u або), 方程 组 (7.222) 可 以 写成 
Bu Ov , Әј Ov _ 
Ov Ө; + Ov Эх » 
xm 54 яп ӨЕ НИКЕ a(o) 和 F(a(o)) XU v 


的 Jacobi 和 矩阵。 根据 假设 ， 


Ou Ө} 
Ой „р Sy 
Or 和 Ov 


MENER., МД, u 和 F 作为 e 的 函数 ,都 应 是 对 于 о 的 
梯度 , 即 存在 函数 (c) 与 pe) 使 得 (7.2.28) 和 (7.2.29) RY. 
同时 ,由 于 әш EERE, 所 以 函数 40) 是 凸 通 数 ， 从 而 扒 
出 映射 2 一 4, 一 ит 是 一 一 对 应 的 , 即 o 可 以 解 出 为 和 的 函数 : 
0 = plu), 
X (7.2.30) #1 (7.2.31) 所 定义 的 UU 和 FF 对 a 的 梯度 ,得 
U, = ют + и19° g L Lyr, 
Ou 


= B 


дн 
= pT ÎL до y 99 „Ө 
РЬ vt P, SZ div 
这 样 就 有 
и. 9L — ыт Pf og. 
Ән 
ЗЕ E: (7.2.26), 


РНЕ И Ж а ПП. ОЗ Е РИН БЕ q 的 Lege- 
ndre 5 
(а) = maxi wv — q(v)]. (7.2.32) 
由 于 (0) E v mE, x (7.2.32) 中 右 端 方 括号 内 的 表达 
式 有 唯一 的 极 大 值 ЛЕ КЕ v ВВЕ 09, В 
Гато — g(0)1, == и? — 4, — 0, 


ЖЕЛЕ (7.2.28), Ж Ula) 的 表 这 式 (7.2.32) ЯП (7.2.30) 是 等 价 
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和 PE -pagpa ч 


RJ. W e. В ДАТЕ, a + 8 — 1, ДШ 
О(а + Ве) = max( (ай, + fm, Ро — q(v)] 


= max[a(uro — 4) + Втр — 9)] 
= amax[triv — 2(90)] + Smax о — glo} 


= gU (m) + BU(u,), 

故 品 是 а КПР. 定理 证 完 . 

Mock 曾经 证 明了 遂 定 理 也 成 立 《参见 Harten, Lax (1981)) 
RHS 

定理 915 PRH (7.2.22) 的 所 有 光滑 解 还 满足 附加 的 守恒 
律 47.2.24)， 财 存 在 满足 方程 组 (7.2.26) Br SPS k Ula) 548 
通 量 Fu), EREE 

07 = U, (7.2.33) 

将 方程 组 (7.2.22) 对 称 化 ， 

证 及 如 的 凸 性 的 假设 推出 映射 a 一 U。 是 一 一 对 应 的 , 19 


而 从 (7.2.33) 可 以 解 出 a 是 v 的 函数 。 现 在 需 证 明 2“ 和 L 


EHRE EN 
460) = va — U(u), 
pw) = vf — Fiu), 
#45 p 分别 对 ww ХЕ, в 
тб тон Я _ 
4, v д, + u U, Э, u', 
рт от д} би _ p ди 
о, Е д, 


= Of ды p ди „ 

r+ ШЕР д» F. üv г, 
01. 
"P 


最 后 要 证 明 24 是 正定 的 ,这 只 要 证 朋 à вложит, ЯП 
前 面 一 样 可 以 证 明 400) 是 U(m) 的 Legendre 变换 , 从 而 也 得 
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故 Se 和 91. 都 是 对 称 矩 阵 ， 


№ &(2) ЖП. 定理 证 完 . 
如 果 方 程 组 (7.2.22) 是 对 称 双 上 曲 型 方程 组 ， 即 其 有 (7.2.27) 
的 形式 ,其 中 o 一 z, P НЕ, 
of 


B = 2L 
Өн 


ЖА ЁН. АШАА (7.2.28) 可 得 到 


= l „т 
аба) 2 uu, 


EN JC Ж Ж HE H Rispa На) 


U(u) = uw, F(a) = ат — р, 


其 中 р, == fr. 同样 , 单个 守恒 律 (7.1.2) 的 所 有 光滑 解 也 一 定 满 
E PIB SF E (7.2.24), 其 中 


U(u) = x u^, 
2 


FG) = «f — КБЕ = | ЕР, (7.2.34) 


在 单个 守 便 律 的 讨论 中 ， 曾 指出 加 上 人 工 粘 狂 项 的 方程 的 解 
的 极限 是 物理 解 .对 于 方程 级 ,如 果 也 在 【7,2.22) АЙШЕ АГА 
性 项 , 则 得 抛物 昏 方程 组 
Ou, , Of(u, да, 
kas асы, 
AIER, 4 s — ОПУ, (7.2.35) 的 解 un(x, 0 一 致 有 界 , 儿 
ЗНС АВ alr, 2), Mj u(x,:) — 92 ЛЕВ, Lax(1971) 
还 证 明了 以 下 的 定理 . 
定理 WEHT EHA (7.2.22) 的 所 有 光滑 解 ， 还 满足 附 
加 的 守恒 律 (7,2.24), MEU а РЖИ. URLCT 2.35) 88 
解 adx, г) 当 8 一 0 时 几乎 处 处 有 界 收 合 到 wlr, !)， 则 一 定 
有 以 下 不 等 式 成 立 


s > 0, (7.2.35) 


QU(m) | OF(u) — Q (7.2.36) 
д: Dr 
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这 里 对 * 和 对 * ЕР УИ, ИРЖИ 
pE? 都 有 


ði 
不 等 式 (7.2.36) 83, (7.2.37) SOS ARSA. 
证 (72.35) 两 端 与 О 作 内 积 得 


> (u, 24 шд Ө — s» и, 


j*1 P1 


— [| (v де + FP xd: <,0, (7.2.37) 
X 
faro 


由 于 
іші j-1 =з 
Ow, _ ОР 
£ Рх Ok’ 
页 得 
8U , àF : ul 
ULT ы uU e 7.2.38 
8: Әх 2 ! Baa (7.2.38) 
考虑 到 
eU 8 [> : а 
>, U, = 
д — jmi > 


Өш Ow 
+ йн Ox Әх” 


їз 1 


ЯН U” 是 正定 的 , 即 有 


eU > У) U, Oui 


Ох? im1 Oz? 
RA (7.2.38) {@ 
OU , OF oU 
-一 = £ 一 一 一 7.2.39 
9; + вх Эх ° Өх? ° ( ) 


Mig — 0 Bf, (7.2.39) JE LECT E, CIERRAN, (72.36). EM 
证 完 . 
从 粮 不 等 式 (7.2.36) 或 (7.2.37) 可 推出 . 在 ale, г) 的 间断 
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#8 < = Ед 上 有 
(U- 一 u*) E — (F — F*) «0, (7.240) 
£ 


Ж U*-—U(a:), F* == F(w+)。 用 推导 (7.1.16) 的 方法 可 得 
Op 99 x) J; 
|| š U+ Өх JE e 


Zu +. ds 
"е, |«* – v» p 
— (F* 一 =) dt, Ур 2 0, ped, 


M (7.2.37) 立即 可 得 ; (7.2.40); 反之 也 然 ， 

РАН, Ш Г 不 变 号 时 , ЖИВ 
Eos (7.2.34), WARSA (7.2.36) 5 (ОЕ) 是 等 价 的 、 将 
(7.2.34) Л (7.2.40) , В 


i (ит — «*) (и + y г. <= f ир 


и cH 
— ү, 103773 
移 项 后 得 
lura + г) < (КЮ. (7.2.41) 
щ c0 B$, М (7.2.41) 可 推出 一 定 有 # — ut, ЖЕНЕ). 
эң ре 0 NM (9.2.41) ER 
1 -= — ин - T 
> (9 XU + fr) > г. HE at, (7.2.42) 
就 看 出 一 定 有 «+ <, Bl (ОЕ) 成 立 。 反 过 来 ,如 果 (OE) 成 
М, M st <=” BF, JG) 在 Сит, Р) 和 (Q0. £7 EROT 
面 , 故 有 (7.2.42) 成 立 ;同样 , 当 u < t 时 ,有 (7.2.41) 成 立 .从 
这 两 个 形式 上 不 同 ， 但 内 容 完全 一 样 的 不 等 式 就 可 以 推出 炳 函数 


ЖИЙ E (7.2.34) WERE ЛХ (7.2.40). ВМ (ОЕ), ЖА 
BE Р 不 变 导 ,就 可 推出 〈7.2.40) Ж, 
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$3 守恒 型 差分 格式 


从 守恒 律 出 发 ,容易 想 立 守恒 型 差分 格式 ， 

完 讨 论 一 维 单个 守恒 律 (7.1.2) RR Ska AR FI (7.1.3) 的 差分 
格式 、 设 空间 步 长 和 时 间 步 长 分 别 取 作 万 和 和 , ув, "ат, 
差分 近似 解 记 作 e, BI (xi, 0070) КИН. УЖ 


и! = Сим ast si) (7.3.1) 
称 为 守恒 型 差分 格式 ,如 果 其 中 
Gluais Las, tt da) m ud — — Gl 81-9. 
(7.3.2) 
Bii = gu; 111, MF 1425 7 * à Hat). (7.3.3) 
zy T f (7.3.1) $1 (7.1.2) Efi a p, M g p S E 
go, "а w ) == Ке). (7.3.4) 


Lar, Wendroff (1960) 证 明了 下 列 关 于 守恒 型 半分 格式 的 一 
条 定理 ， 
XB ЗЕЕ НК (7.31) 和 方程 '7.1,2) 是 相 A 的， 
如 果 当 A. r ATER, (7.3.1) ЖЕНЯ 
uj == v(jÀ) 
КОВ, ЛЕНИН slr, D, М ulr, D) 是 
(7.1.2), (7.1.3) ВЈ 55 8. 
证 根据 【7.3,2)， 守 恒 型 差分 格式 《7.3.11 可 以 写成 
14 + Ре 1 _ gi-À = 0. (7.3.5) 
i$ pe p, ВЕЩИЕ, И1 p? = p(jñ nr), 6 фу Ж 
(7.3.5) , 再 对 所 有 的 产 和 *# 求 和 , 则 得 
Ух Sy ТЕ | '— u} + hr = 0, 


н = 0 Е тт м 
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经过 上 附 标 的 变换 ,上 式 可 写成 
5) 5) PL og Tht — X ф{г( 15 )А 


м1 ' w=— = m — Е 


+ > > eL Pis gr i$Ar == D, (7.3.6) 


当 Я. т ATE, 由 于 и? “аялынын н(х, ЭЁ 
[ШЇ & —c 0 B. gj i 的 值 就 趋 于 gu. ui rrr и?) = Кит), 
ВХ (7.3.6) 趋 于 积分 关系 式 


|| Е “+ 39 f()] аха + И ф(х, 0)v(x)dx = 0, 


f = 
所 以 и(х, г) АЗИИ (7.1.2), (7.1.3) 的 一 个 弱 解 ， 定 理 证 
эс. 

对 于 多 维 (4 > 1) 守恒 律 组 《7.1.1) 也 可 以 类 似 地 定义 守恒 
WETER., ЖН БИ Lax-Wendroff 定理 对 于 多 维 守 恒 律 的 守 
屋 型 差分 格式 也 同样 成 立 . 

著名 的 Lax-Friedrichs 格式 

+ 1 " " 
ш — 2 ча + їл) 十 JG) — Ни) "T 
т 2h 
(7.3.7) 
是 守恒 律 (7.1.2) 的 一 个 守恒 型 差 分 格式 ， 因 为 格式 (7.3.7) 相当 
于 (7.3.1) 一 (7.3.3) PH ¿= 1, PES 


gla, 8) = + UG) + 0001 一 1 2. (b — O. 


容易 验证 ,函数 7 ED ABE PE. 

六 十 年 代 以 来 ， 从 守恒 律 出 发 建立 了 一 系列 的 高 阶 精确 度 的 
守 和 异型 差分 格式 .。 这 里 所 谓 的 高 阶 精确 度 格 式 是 一 种 显 式 格式 ， 
ПОРЫ] т 和 请 都 至 少 是 二 阶 的 .在 这 方面 比较 典型 的 
是 Lax, Wendroff (1960, 1964) ЗНАЈ ИЕ BET C FEA 
ER L-W 格式 )。 对 于 一 维 双 曲 型 方程 组 


+ 445 + 


аА ДНИ —— д A Pak == = ou 


да of 
Ө; + 5. 0 (7.3.8) 
BE 35 (UE x 
ди | „да _ = Qr | 
5, + 4 8s 0, 4 Ә(ы,---, a) (7.3.9) 


的 L-W 格式 的 建立 是 从 对 时 间 z 的 Taylor 级 数 展 开 出 发 的 : 
u(xr,f:- r} = ulr, ғ) + r2 alx, ғ) 


r: 5 ` 
+ > эг ^ z) + О{т ). (7.3.10) 
根据 方程 (7.3.8) 或 (7.3.9) 可 将 w хр: И, Я 
x ВО 9k y ВН 
да _ _ Of ‚ 
A PE (7.3.11) 
Sal _ 9 ӘР _ 0 „да 
дг J: Ox Өх Jr 
8 4 2E m 0 pa (7.3.12) 


将 (7.3.11) 45 (7.3.12) 代 人 (7.3.10), ЛЭН, W 
(7.3.8) 或 (7.3.9) 的 L-W 格式 : 


uj" 一 af 一 2i ов) 


1 TY ” Bo. ££ 
+ 2 (=) [ 4; «Сы fr) 

一 {АСЕТ — fi-a) ] (7.3.13) 
或 者 写成 


al" = ат — 5 Ga f) 


+ > (=) LANAY Сайа, — uj) 


— (НИК? — #1, (7.3.14) 
其 中 | 
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454 — a (ЧЫ ma), 


k= (7.3.13) ЯП (7.3.14) ЖЕТА O5. O(P) + 06, AmE 
ПУНЕ НА RU. ET L-W 格式 的 稳定 性 , 当 4 ЕЕ, a] FB 
Fourier 方法 进行 讨论 。 ЖК (7.3.13) RÈ (7.3.14) 的 增长 矩阵 为 
„то, т? 
i — a sin Ë £ — p 
假定 (7.3.8) ДЕР p T DEH, RERA S 个 互 异 的 特征 值 
Àj. Аз» > * 3 А, у i38 К. AB PE АУ ЕЕ Ph. 7. A 为 


à 


(1 — cos£)A2, E= mh, (7.3.15) 


{= 1,2,---, #, 
从而 得 


а ДЕ ,2 — cos (twv 3g 
a} = 1 (ZY а e» [1- (=) a]. 0310 
如 果 令 A= main, № L-W Е КН, 

n A= 1, (7.3.17) 
由 于 L-W RAAE РЕ (7.3.15) 的 特征 向 量 与 矩阵 4 的 特征 
向 量 相 同 , 同时 4 的 特征 向 蚂 当 然 是 与 P # 无 闫 的 ,并 且 以 4 的 


每 一 个 特征 向 量 移 分 量 作 为 一 列 元 来 的 矩阵 行列 式 是 不 等 于 零 的 
7X BILE (7.3.17) 也 是 常 系数 L-W 格式 稳定 的 充分 人 条件. 


二 维 守 恒 律 组 
Ba ‚ Əf , Og 
ZH p 一 一 = () 
8: + Bz Әу 
ЖИ, 
да ди 8u 
— + A — + B = 
ĝe + 8x By ° 


的 L-W 格式 的 建立 仍然 是 利用 Taylor RFA (7.3.10), RÆ 
现在 
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"лт demens ADR c ras 


ða _ Of _ дв __ „да _ рди 
д! Әх By Ör ду ° 
Zu 2 (— 3 2e) 

52 ð: ar ду 


将 这 两 个 式 子 代 人 (7.3.10), 并 离散 化 得 


#1 


T п л T ж п 
ы o). — "TU (ffa — ff. +I) — 3k. (gi — gita) 
zr = т 


2 
+L (Z) атаа аа 
1 r d п n m 1 " 
+ (= [ Boa uA gta gia) Br I| Сат 76-10) 1 
y 
1 T п ті п 7 
T 一 [А ka C aaa TF #@ җы — аа giai 
8 5,5, 
— А РРО + giai | Hia — Зака) | 
Ti " H Hn n ті 
+ I hah, ЕНЕС + f; bk T FP una UT fru.) 


— Biart ia + Ёа — ЁР m р-а) ] 
(7.3.18) 
其 中 A, 和 A, ЗУ x 方向 和 ? 方向 的 步 长 ， 


Alka = Á (Taat E ) 


Brp m В (Чан + e), 


当 A. B Rok Py y НЕЕ, Гак, Мепаго (1964) 曾经 推 
出 格式 (7.3.18) 稳定 的 条 件 是 
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r ? 1 T 1 l 
(та) < 1. (в) <. 
Burstein (1963) 曾经 将 L-W ЖАННА ЛЕ ЛАҢ Е, 
ЕН, 得 到 了 较 好 的 结 景 . 但 是 L-W ЖАН 
CH SRBPAGRUADERHUSEGR, Ami ВЕНА 大 Hy. Richtmyer 
(1963) 和 Burstein (1967) SG) Hi Y КЧР TENE 
3X. 这 种 格式 和 L-W 接 式 相 比 减少 了 计算 量 , 放宽 了 稳定 性 条 
件 , 而 截断 误差 保持 是 二 阶 的 , 即 仍然 是 高 阶 精确 度 格式 ， 

Burstein 格式 的 第 一 步 沪 


H 1 ul " н L1] 
и), А+} == 4 (ur, bih Ч Bhn 十 aja F S 


T т " т п 
— 25. (fika UT fà uu + Ё, E га) 


T = я ТЕ 
— 一 一 (gian — наа t ән 一 gia). 
2h, 
第 二 步 为 


п T я n n 
uj == їй, — Ah. (F7. c F^ + F. n 


Hà À 
— "+! m+! — F^ 
fp r aaa 7 Ра) 
T * п а! ^ 
一 4%, (giai 一 gia t Eit) 一 EF 


Wh 
Burstein (1967) 利用 这 个 格式 计算 了 包含 一 个 脱 体 击 波 在 内 的 
定常 超声 速 流 ， 他 采用 了 解 定常 问题 的 时 间 相 关 法 ， 即 蚌 解 非 定 
芝 流 体力 学 方程 组 ,加 上 适当 的 人 为 粘性 项 ,计算 到 充分 大 的 时 间 
!， 得 到 稳定 的 解 就 是 定常 问题 的 解 . 
在 空气 动力 学 研究 中 经 常 采用 的 MacCormack (1970) 格式 
也 是 一 种 高 阶 精确 度 的 二 步 的 守恒 型 差分 格式 .对 于 一 维 单个 守 
ER (7.1.2), МасСогтаск 格式 的 第 一 步 是 
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š; = = 一 T Ga — 1D, (7.3.19) 
第 二 步 为 
р - > G t C (h 7.3.20) 


其 中 ў, ВЕ Ка). B (7.3.19) RA (7.3.20), 就 得 到 一 个 
一 步 的 格式 : 


| - (ta — f) 
-— (ufa — n (f 一 f). (7.3.21) 


从 这 个 表达 式 中 容易 看 出 MacCormack 格式 是 守恒 型 的 ， 因 为 它 
Яр (7.3.1)—(7.3.3) 相 比 ,相当 于 到 1 = 1 ШЕЕ 


_ 1 (х _ 
gla, b) LD + L f (e = HQ) a)i), 


因而 满足 相 容 性 条 件 《7.3.,4)。 同时 ， 从 表 这 式 (7.3.21) PER 
出 ,对 于 常 系数 线性 方程 ，MacCormack 格式 和 L-W 格式 是 完全 
一 样 的 ， 

前 面世 经 证 明了 守恒 型 莹 分 格式 的 解 ， 如 果 几 平 处 处 有 界 收 
效 , 则 收敛 于 弱 解 . 但 是 我 们 又 看 到 :; 弱 解 是 不 唯一 的 ,只 有 满足 
粒 条 件 的 物理 解 才 是 唯一 的 ， 那 么 自 热 产生 一 个 问题 ， 守 恒 型 莽 
分 格式 的 解 ,是 否 一 定 收 伍 于 物理 解 呢 ? 答案 是 否定 的 。 

MacCarmack ЖП Panllay (1974) 用 MacCormack 格式 计算 了 
Burgers 方程 

ди 


8: Ty z O 
满足 初始 条 件 
—]1, 3 x«l 
р(х) = Ң 
l, 5 х2 = 


和 


В. Ж ИЛЕШЕ, ЖЕНЕ J: NS E ЙЕ КЕН БЫ We 
ибх, i) = (x), Ш 17> 0, 
Tu Rn E Wa 
vix) о: > +, 
2 
u(x, 1) = 


l — z)/-. y «< + г. 


然后 他 们 又 用 二 维 多 步 的 МасСогтаск 格式 计算 了 一 个 直 声 速 流 
通过 对 称 双 置 横 的 同 题 , 梁 用 的 是 Euler ЖЕКЕН НУ 7 
方程 组 和 多 方 气体 的 状态 上 方程。 结果 在 对 称 双 置 攀 的 顶部 也 算 不 
出 物理 解 一 一 稀 蔓 玻 , 而 得 到 一 个 强 间 断 的 结果 来 ， 

Harten, Hyman, Lax (1976) Hi L-W 格式 解 守恒 律 【7.1.2) 
的 Cauchy 问题 ,其 中 


Ки) = u — 35 3w(u — 1), 


初始 函数 取 作 
Ms n 
(x) = 1 (7.3.22) 
‚ 1 = 2. 
这 个 问题 的 物理 解 是 
у матчи 
а(х, t) = | (7.3.23) 
|0, x> + +, 
但 是 当 他 们 至 


а= T max [а(и)| == 0.9 


和 进行 计算 了 时， 得 到 的 不 是 物理 解 (7.3.23)， 而 是 一 个 近似 的 能 
ж 
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1, ` эщ * <+ — 3.3, 


1 1 
1.41, 1H > 3.3: < x < 7" 
six, г) = (7.3.24) 


—0.17, 3| > << i + 2.22, 


1 
0, Ч х > z: + 2.24. 


ARR 260056. 388825 (1980) Xp EXEIRIBUBCR [EH EJ & fict 
行 了 计算 ,得 到 的 是 不 同 的 弱 解 . ЭН uc 05, 计算 结果 仍然 
不 是 物理 解 (7.3.23), 而 是 不 同 于 (7.3.24) 的 另 一 个 器 解 


1, 34 x < > + 0.1487, 


1 1 
ulr., г) = 1.13, УА 5 + 0.148; < > < = + 0.91, 


йб, 当 * > — + 0.91. 


REAR, РЕ # tN ЖЕНИ, DS 
有 一 些 " 随 机 ”的 性 质 ， 

ЗЕ ЧЕР А НУВ, ТЕН О ЕКА ЕР АЛЕ 
THAR E Eg ЕРЕ], НЕ LE OC 30 (1980) 还 
曾经 用 Zwas, Abarbanel (1971) 的 三 阶 精 确 度 格式 计算 了 方程 


ди _ Ba _ 

9: Or 0 
КАТА: y Re Pi OE 88 4 HRE (7.3.22)， 这 时 物理 解 

1, MI х= i — 1 
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EERI, TER АО ЖТЕ 
i 


y w — 


外 有 一 个 间断 ,因而 也 不 基 物 理解 ， 

这 样 看 来 ,如 果 要 保证 守恒 型 差分 格式 的 解 收敛 于 物理 解 ,就 
必须 还 榨 对 格式 附 圾 一 些 条 件 . 为 此 ,我 们 在 下 高 介绍 一 下 晤 早出 
C. К. Годунов (1959) 提出 来 的 单调 差分 格式 . 


$4 单调 差分 格式 
在 $1 中 我 们 曾经 指出 过 ,一 阶 常 系数 双 曲 型 方程 
Qu Ән 
WEIR 
uir, 0) = pir) (7.4.2) 
的 解 为 


u(x, 7) = vlr — ci}, í > ü, 
B, WRA vtx) 是 二 的 单调 函数 ， 那 么 对 于 任意 的 
(I0, Ñ м(х, г) 也 是 zx 的 单调 函数 . 于 是 自然 想到 用 差分 方 
法 解 间 题 (7.4.1), (7.4.2) 时 ， 如 果 初 始 值 是 单调 非 增 (或 非 减 ) 
的 , 差分 方程 的 解 也 上 应 该 保持 单调 非 增 ( 或 非 减 ) 的 性 质 。 Годунов 
(1959) 就 称 这 种 保持 音调 性 的 格式 为 革 调 差分 格式 。 
定理 ”差分 格式 
tr = >` бы (7.4.3) 


是 单调 差分 格式 的 充 变 条 件 是 所 有 的 оч 22 0, 
证 ”如果 所 有 的 e 20, B {67} 是 单调 的 , 为 确定 起 
见 假 定 其 为 单调 非 减 , 即 
Ui. ZR, VI, 


则 有 
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Кири, eje = = лирик дети ини mamppipupipunpa pa REEL Js amaya ua 2o a Ра arm cum "erc m ei HE ERN сми n 36,2 © ялы оч та ' 


[EJ [E "n m 
Hip] нр == > | QE)... UC > | Ug diya 
1 І 


m 
== > ea ura uj) = Ü, 
1 


E) 《ee 也 是 单调 非 减 的 . 
反之 ,如 果 有 某 一 个 am < 0, 则 职 单 请 非 减 的 初 秆 
из м N MS flm, 
о 40. M sÇ m, 
于 是 有 


"cl Аа " "t 
HY -— мр ' == > | DIM. 0 > | CL 
M f 


= S alua — uf) + asma — н) 
НЕ 


— а. Uma umi t) == Gm =< Ü, 
从 入 破坏 了 单调 性 .定理 证 完 ， 
Годунов 还 指出 ,单调 差分 格式 《7.4.3) TRU. 


> a; =!, 


i 


更 格式 是 稳定 的 。 这 是 容易 证 明 的 。 % 
w^ == sup] y 
则 有 
[up] =< У! mw | al > w” == до", Mj, 
r I 
因而 有 


TA" 


即 格式 是 稳定 的 。 此 外 ，Tonzyaoe 证 明了 常 系数 单调 差分 格式 的 


br iR ЗЕ А ВЕ E — Ут. 


С, Jennings (1974) № Годунов 的 常 系数 单调 差分 格式 的 
概念 推广 到 非 线 性 差分 格式 上 ,他 称 单个 守恒 律 【7.1.2) 的 守恒 型 
差分 格式 (7.3.1) 为 单调 的 ， 如 果 GE rp 对 其 每 一 个 


宗 标的 导数 都 不 小 本 零 , 刹 
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r E m n a a a M M — —-—— Í = — 


m——————— ee r ara 


BG 

Әит. 

例如 Lax-Fricdrichs f&zX (7.3.7) 就 是 单调 守恒 型 差分 格式 ， 
因为 这 时 


>Ü, m= —i,— 1 -+ 1.-- 1, (7.4.4) 


Сита, 87, нт) == > Caa 十 и) 


аы) a), (7.4.5) 
将 G 对 其 所 有 的 宗 标 求 导数 ,可 得 
с 1 r " oc = 
Dw T g t a D в 
CC lr u” 
бит. 2 ral a) 
当 СЕТ, iF 
二 maxlake)1 < 1 
À ; 
成 立时 , 即 当 格式 稳定 时 ,就 有 


âG 
Өн, 
因此 Lax-Friedrichs 格式 是 单调 格式 . 
ИЕ Е — Е, Harten, Hymas, Lax (1976) 
WES Y 3E £i EE Е LES RU 1 2E НЕХ ВО. 
定理 ЗЕНА (9.1.2) 的 守恒 型 差分 格式 (7.3.5) 是 单调 
的 , 则 (7.3.5) 的 截断 误差 是 一 阶 的 ， 
证 求 格式 (7.3.5) 的 截断 误差 由 ,只 要 将 方程 (7.1.2) 的 充 
分 光滑 的 解 代 入 {7.3.5) 就 得 到 了 ‚ШП 


+= + Luli, Co + 1)7) — s( (jh, nr)] 


+0, mm = — 1, ü. 1. 


+ n [eG ((7—122- 1)5, өт), (ОНО. ar)) 


— g(uCG—1)5, aT), Мы u((12-1—1)5, эт))]. 
НЕО т, 10 jh — x, nt = г, ДЗ 
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aes aZ aec k ud ' 


Td = их. ет) Сабр, бт, ur FA, Гу), 
(7.4.6) 

下 面 为 书写 简单 起 匈 ,， 用 un 代表 «С тА, гу, m os 的 附 标 
0 略 去 不 写 记 为 s. (7.4.6) НЗ G RUN 站 十 工 个 宗 标 , 它 
的 第 > 个 宗 标 为 saa. 用 С, ЖК СУКЕ r 个 宗 标的 导数 ， 
用 Ge ЖЖ G W ДИЕ r 和 第 :个 宗 标的 二 阶 导数 ， 

首先 将 w(x, :十 7) 在 (z, 0) 点 处 作 Taylor 展开 , 并 利用 
方程 (7.1.2) 得 

ĝu 


#(х„ + r) = ú + t — + 
д; 


т? 
2 
не 8 Loco 8] oce 
и r д. + 2; 200) S2 | + (т>), 


Ес HEX Taylor 级 数 ,得 
Glat, Маа" и) =e G(u, r и) 
H41 


+ 5 Син. и) (аа — s) 


коча] 
r1 


+ E > Gault, Hy" "y н) (а, — ии, 1-1 — н) 


"ген 


+ ОСА), (7.4.7) 


ET 
De 
1 „ы Ә?и 3 
— — — 1 + O(A А 
+> i С А” 
Cu, aa — чубар 一 н) 


-(-—1-—1)6—1—1)2 (2) > OUY 


2 [ce "ES он | 
Pu ðu OG 
Әх? + Or Ox 


* 355 = 


Fu да XA Эн 
= (z, A a — © Z e 
ae Өх > Эх 
因此 , (7.4.7) № 
{+1 


Соо) = u + h E > C —I— 1)G, (s... и) 
х fn 


HEN: 2 tL 


Зее (©) —(88) Si. 


fux] 


十 二 
2 
# {дин Een 3 
+“ |=" *iG-—:—106G6-—1- 06, + ОС) 
2 Өх Tim] 


LE! Url 


3 
=u tht У рб, +Ë oy 
Or 1 2 


rm] 


x &( ,2e) (э) Sio 1-00-10 


2 TL 
— (r —1— 1y1G,, + ОСА), (7.4.8) 
根据 GG 的 定义 可 元 


б(шщләз уш) = ú — = [аби ауе t) 
— glaa, tpa) 


因此 G 的 第 * 个 宗 标 uan 是 右边 方 括号 内 第 一 个 函数 z 的 Ж 
r 一 1 个 宗 标 ,同时 是 第 二 个 函数 8 的 第 7 个 宗 标 。 因 此 有 


G, “== i 77 一 [2,4 mul £] 3 (7.4.9) 
Gr == — = Lgri un Erel. (7.4.10) 
从 而 得 


2r 1 


Ni г +1 
$»6-1—-£[X e Уе 
ея] Ë ra] rmt 


т 1-1 Fii 
т=? Гы] 
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"= тыта-==йы в! 11 


到 + 1 


27 (r — (— 1)G, = È Ci- Da. 


r=] 
#+1 


— ; zi —1— Dg, + — 2» (r —1—1)g, 


= — ешлык Жо саса 


коа} 


= = — S 
rm] 
d 
一 一 FUN (7.4.12) 
M1 
21106-1 06—10) (621 YIG, 


一 — 1 L 5100—0020 1) 
CT tem nn, 
ND 


一 一 二 2 26-6, 


{+1 


= 5. ЭО Y Gus, а) 


+1 


- £ PAG — YE aua -5 (r — Fen | 
= (), (7.4.13) 


将 (7.4.12) RQ (7.4.13) # А. (7.4.8), 得 


Giur, "у а) = м — ran) дн 


х 
y 2+1 ‚а 
+ Ме EP - (e. 25) + ow), 


7.4.14 
FCA (7.4.6) 得 i ' 


гф = u ~ 91 


a 5 a. (ao 94) 


s 358 ° 


22+ 1 


~ [u — тоби) 8н +Ë Ман: 
Өх 


2 ч 
x Z (e, s)| + ol’) 
-E 2 (| тш) ўв (1 ус, | 9%) + oc 
2 Әх к] т? Ox 
Oy spy E 
2 дх (5 в °С) 2:6 I= 176, 5.) 
+ Ог”), (7.4.15) 


RIA (7.4.12) 可 得 
{+1 
5 аби) = [Де —1—1)6,|. 


Fmi 


由 于 格式 是 单调 的 ,所 以 С, 25 0, НЯ (7.4.11) 就 得 到 
Hl — Tt 
= au) = [D Ç — i — D) 6, 6] 
Fr =] 
< У (r —1-— 1yG, Уу G, 
F w Í г | 


= s (r 一 上 一 LPG, 

SSRA —1—1) VG, 一 YG, r= 1,2, ,21 十 1, 满足 
BIA REY, KAREREHAN rl 十 1 时 ,所 有 的 G = 0, +h 
ЖАСАР wz， 这 样 的 美 分 格式 是 没有 意义 的 ， 所 以 
(7.4.45) 左边 第 一 项 的 系数 不 等 于 零 ， 因 而 有 $=O(r). 定理 
证 完 ， 

ВЕ а И НАУ ТЕВНО КІЯ, АК АЕ 
调 性 的 格式 已 由 Годунов (1959) 证 明 是 等 价 的 ; 但 对 于 非 线 性 
车 分 格式 , 却 并 不 是 等 价 的 ，vYan Leer (1974) ЯП Harten (1978) 
等 均 已 构造 出 二 阶 的 保持 单调 姓 的 格式 .。 Harten (1983) 利用 
Haren, Hyman, Lax(1976) 一 文中 Keyfitz 所 作 的 一 个 附 菜 ,还 
证 明了 以 下 的 定理 . 
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定理 i) 单调 守恒 型 差分 格式 的 解 的 总 变 差 是 非 增 的 ; 
8) 如 果 差 分 格式 的 解 的 总 变 差 是 非 增 的 ， 则 该 格式 是 保持 
单调 性 的 . 


物理 解 的 计算 


коки калыш EA NN RU — 的 ， 同 时 又 先后 发 现 
一 些 著名 的 高 阶 精确 度 的 和 守恒 型 差分 格式 可 能 算出 非 物 理 № 来 ， 
因此 怎 祥 的 差分 格式 的 解 收 伍 于 物理 解 ， 就 成 为 近年 来 许多 作者 
所 研究 的 问题 ， 

Harten, Hyman, Lax (1976) 证 明了 一 维 单个 守恒 律 的 单调 
守恒 型 莽 分 格式 的 解 , 如 果 儿 平 处 处 有 界 政策 ,出 极 限 函 数 是 物理 
解 ， 

Crandall, Maida 619802) MR | de HE Е 

ЕЯ + D Ao x (аууу ха) Е R°, (270 

(7.5.1) 

Cauchy МУ Кружков 意义 下 的 物理 解 的 在 在 性 .他们 证 明了 

多 维 单个 守恒 畦 的 单调 守 忆 型 差分 格式 的 解 一 证 收敛 于 物理 解 . 

为 了 简单 起 见 ， 下 面 只 给 由 当 2 一 2， 并 在 假定 差分 方程 的 解 一 
致 育 界 并 儿 平 处 处 收 敏 的 前 提 下 这 个 定理 的 证 明 。 


定理 ВТ 


2 " 2 (и) +2 Э. а) = 0, (х,у), 120 
Ff 


(7.5.2) 
和 初始 条 件 


“(х, y, 0) = (х, у), (x, y) € R°, (7.5.3) 
其 中 初始 通 数 v(x,，y》 有 界 , 妈 
а < 0(х, y) < b, (x, y) e R, 
кА, 


Е 
LIP — Glaf- Рай "ть ила аи) 


* +60 + 


= Hn 一 АД (д, "tta РЕТРО А 
— WA gU pe eaae) (7.5.4) 
是 与 方程 (7.5.2) 相 容 的 单调 格式 ,其 中 二 是 在 点 
(x, y, t) = (fhe, Rhy, пт) 
БАЯШ (7.5.2), (7.5.3) КИ u(x, y, 0 ЕЛИ: hes Б, 
т 分 别 是 x. Y. г HARPE, А = r/A,, 27 = т/й,; AL ЯП 
AX 分 别 表示 对 * 30 y НЫНЕ. И, 2, n 是 连续 
ЮЖ. 初始 条 件 取 作 
и.к "= o TAL, АА,), (7.5.5) 
如 果 当 5.,.5,,7— 0 Bh, (7.5.4), (7.5.5) 的 解 在 К? x [0, 
T] 上 一 致 有 办 并 几乎 处 处 收 伍 到 函数 UC, y, 2, Ш UC, v, 2) 
是 守 鲁 律 (7.5.4) 的 物理 解 В (7.2.17) EX Sr. 
证 BAER Hi wrens, 0444) 和 Hal werat, 
weiv) 使 得 
再 (ip 一 5 一 下 Ce]，Yee R, 
(7.5.6) 
S| A ff z V ж = mafe, m), z, Л 22 = ИК, 65). € 
Н.р", aua) "" g (c ps EM и) 
m РАС Aw sor, ttg. € ^ Waua) y 
Hi(se рить Wapin) =" бє V ёз, у, tt CN Wapis) 
— g (c Amp urit ЕА uas). 
不 难 验 证 (7.5.6) 是 成 立 的 。 因 为 
Нб, ш) m g (cV, съш) 
— gi(e Aw, СА вю), 
Ш цес c 时 ,有 
HAw, 7 m) вабо, m) giles c) = FG) — fie); 
ПЗ = < с 时 ,有 
H, lw, w) = (с, +, c) 


+ 361 s 


c & (ш, w) == —[} (шу — (с), 
根据 (7.5.4) СЕУ, S 
Gie Матра ttt, € Милана) 
суш — MAS (еМ ра EV и? авыз) 
一 A" ^Xign(eV ш-р у" AUE FETERE ). 
同样 可 写 出 G(c Auf oa v, СЛ Е даза) Еж. 利 
用 这 两 个 表达 式 可 得 
G(e V Ui. pers ЫА ия asi) 
一 G(c 六 в, “+, C А Hirael ktr) 
= e Vefa с Да? 
-一 Aigle Mui palr ttt. CV чь.) 
— BIA i= APR yt. СА ajaa arrr) ] 
— M Ai[g(eWVaur. pas € M манат) 


— BcA ptr: 人] (7.5.7) 
由 于 суай, = c Aula = duci, ЖЫ, (75.7) 就 得 到 
EM 一 el 一 A ASH,Qu7 5,4, tts Heart) 


一 ПАНК и] ear ht Mua) 
= G(cV H, pr, tta € M Sica ses) 
— GICA ГҮР МЫР € Aucacsaesu). (7.5.8) 
考虑 到 =, Vz, 2 A w Уз, on, 并 根据 G 是 单调 格式 的 
#EDK wA 
С(е Миа", € M Pagango) 
= Ge, c) = c, 
同时 
G(c V HT pu PELLI Hia aeri) 
p Gur. vr, ttt VERE PAY d 41) = н, 
这 就 推出 
G(c M UP pars tQ. V ьа rikti) 
= c V н, 


同样 有 
+ 362 • 


О АЫ mide ee 


Ge А7 варез" "y € Á P аъалаа) «cf Wk. 


因而 得 
Се uj sar, и € У U Leider) 
一 Сес № н? руг cA uya Yer) 
= (V Аар = jay el. (7.5.9) 
RA (7.5.8), 9119 
{мк — c] — dup. c z! 


+ AA HC wj 04-е кез ya b+ ata) 

+ АНИ н] oar, "t sU ed asks) «D. (7.5.10) 
Ж pco 是 非 负 的 试验 函数 ， dE (7.5.10) EARE Aga, 再 对 
所 有 的 1, k, s 求 和 ,经 过 附 标 变换 ,并 且 考 感到 (7.5.6) 就 得 


-i one + sga(U — e)t CU) 
— fec )] ёе 2 + sgn(U — e)L&QU) 


— Ас) " dxdydt <= 0, 
ду 


ED № Кружков 意义 下 的 物理 解 ， 定 理 证 完 . 
Crandall, Majda (19805) ЖҮ T НОЕ (9.5.2), 
(7.5.3) 的 问题 。 设 S*GO 和 5702) 分 别 表示 问题 


Әд? 8f, (a?) 
LH 十 D == 7.5.11 
Әг Әх ( ) 
ux, y, о) == р(х, у), 
дн) 4 (=?) EM 2512 
和 EF ty (7.5.12) 


uU (x, y, o) = v? x, y) 
的 物理 解 算 子 . 他 们 证 明了 ATE vlr, y) € LU) x 
Г.Е), ЗРЕНИЕ 

(S*(r)S*(r)Y v, nr = T, (7.5.13? 
或 (SY(r)S*(r))'e, вт = Т (7.5.14) 
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和 Strang (1968) 分 步 法 的 解 
(s (2) S*(r )SY (2). ят == T, (7.5.15) 
或 


x т K T " 
(s(Z)scw (2), »-r озал) 
щт» 0H, WE L, STO FPA T (7.5.2), (7.5.3) 的 物理 
解 。 进 而, 如果 
иби а G*(r)aj^* 
和 
unn = G'(r)uf^ 
分 别 是 与 (7.5.11) 和 (7.5.12) 相 容 的 单调 守恒 型 差分 格式 ， 则 用 
OAT С*, Gr 分 别 代替 (7.5.13) 一 (7.5.16) 中 的 5°, sS” 得 
到 的 差分 近似 解 ， 当 à, т 0 У, EE L, БУ F W S T 
(7.5.2), (7.5.3) 的 物理 解 。 
另外 有 一 些 作者 对 某 些 特殊 的 格式 ， 证 明了 它们 的 解 收 敛 于 
物理 解 . 
Le Roux (1977) 对 于 一 维 单个 守恒 律 , (7.1.2)、(7.1.3) 的 
绝对 不 稳定 的 中 心 差分 格式 加 上 人 工 粘 福 ,得 到 稿 式 


ufti и — 5 ба) — fut] 


+ Далбар — аў) — ajagu? — ид, (7.5.17) 


其 中 Е" 依赖 于 u 和 spa, ЕМ 
Pa — шабы, sP), maxu”, ufa )] 


РОТ, 3M и? = dH. 


, sup |max (Сы) un Кг) А 
Si +k == eer? Hp, Т В 


_ IG) > |, 


и — w 
ISU ЖЮРЕК sc L.(R) JÉXER ЕВ ЛУ HP, 
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МА м” == ити, 


了 如 果 CFL 条 人 成 立 ,并 且 选 择 系 数 о], 使 得 对 所 有 的 >> 0, 
有 
ASh = 27. m], 

则 当 A, т->0 F} (7.517) BUE БЕ x (0, Ту) с 
(7.1.2), (7.1.3) 的 Кружков 意义 下 的 物理 解 。 类 似 的 结果 对 多 
维 单个 守恒 律 也 成 立 ， 

TFESE (1981) 研究 了 单个 一 维 守恒 律 的 2m 十 1 个 点 的 正 
型 其 分 格式 的 收敛 性 ， 著 名 的 Lax-Priedrichs 格式 、 Русанов № 
3X. Годунов 声速 近似 格式 都 属于 这 一 类 型 的 格式 。 上面 提 到 的 
格式 《7.5.17) 是 m == 1 的 正 型 格式 .他 证 明了 当 方 程 (7.1.2) 中 的 
f 一 阶 连续 可 微 、 初 值 "ke) 全 变 差 有 界 , 则 和 (7.1.2) 相 容 的 正 
型 差分 格式 的 解 大 砚 围 地 ( 即 对 任意 г > 0) каттарын 
B Cie (7.1.2) КИ ШЙ ЕКЕНИ SERE, 

前 面 已 经 看 到 L-W НЕД. Majda, Osher 
(1979) Æ f EDAR Н Т — Ea ЛЕК L-W 格式 ,加 
上 一 项 和信 工 粘性 项 ,成 为 


uf" = шр — à. Кита) — Ки?) 
1 4 Aafia) в 
+Ë na. |2160 Ауа) | 


+ Л.А [COLA (ш? уА 71, (7.5.18) 
其 中 A+ 和 A. 表示 前 差 和 后 差 自 子 ， 


Aa == А 


À 
С 是 适当 选择 的 常数 ，8(s) 是 一 个 函数 ,定义 为 


6(:) = 全 n < 1, 
1, 150021, 
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MES th вых гысы гызын +T 


Аба?) .. 
Аун 
他 们 证 明了 ,在 函数 了 为 凸 的 假定 下 , Ч 
д max [47| = 0.14 


成 立时 ， 格 式 (7.5.18) BU JU SE БЕЯ SW S BU ME — Е Wa Р 
(7.1.2) Я. 

以 上 介绍 了 单个 守 己 律 的 差分 格式 的 解 在 什么 条 忻 下 收 化 于 
物理 解 的 一 些 结 果 ， 关 于 守恒 律 组 (7.2.22), Lax (1971) 证 明了 
以 下 的 定理 。 

定理 ”给 定 守 恒 律 组 (7.2.22)， 它 的 所 有 光滑 解 满足 附加 的 
守恒 律 (7.2.24), HR U REP Rt ERA. 

ИЖ (7.2.22) 的 Lax-Friedrichs 格式 


M LI 1 " п 
i m 5e T ou 
" 2 en "i ) q бы) — Ват.) 


7 2} “0 


(7.5.19) 
的 解 , 当 Ат 0 了 时 ,一 致 有 界 并 几乎 处 处 收敛 到 向 量 函 数 а(х, 
!})， 则 在 在 一 个 正 数 м, Mb 24 = r/A < А BJ, а(х, о ВМ 
不 等 式 (7.2.36), 
证 ”事实 上 ,只 要 证 明 
Та + Ut 
U; 2 Ом, + Uz.) F? E Е", 
——— + -p < = 0 (75.20) 
就 行 了 。 因为 在 【7.5.20) дЕ АЕТ RJ ТАШЫ of, Алач 
j Ш” ЖЖ, BCEOS PR ELO ЖЕ (7.2.37) T. 
引进 符号 


1 
u^ = =, ыў, ==», Ut ш, 


这 里 2, e, и 均 为 直行 向 量 , 但 为 了 书写 简单 起 见 ， 将 它们 {以 
下 还 有 f) 预 部 的 箭头 符号 均 略 去 不 写 ， 这 样 格式 【7.5.19) 就 可 
以 写成 


y e + w) + EL) — б), (7.5.21) 


a 365 = 


而 不 等 式 (7.5.20) 就 是 
U(z) < [U(e) + Ulw)] + А LF) — ЕСУ]. 


{7.5.22) 
构造 函数 
ple) = 8c + (1 — 0), 0 < 80 < 1, 
显然 有 pO) 一 o, Фа) = e. WRA p(0) КА (7.5.21) 右边 
的 r, HA 
t(0) 一 Z iplo) +1 + L LGp(8)) — КТ, 


(7.5.23) 
则 有 (O =w, 201) == z, ША 81 BF, (7.5.23) BD 为 
(7.5.21). Зр . 
a(8) = U(L(8)), 


8(8) 一 T LU(9(0)) + U(w)] 


+ +IF(0(0)) — Flw). 


则 有 e(0)-4(0)-— ИС), Ш aCD, ВО) 分 别 表示 不 等 式 
(7.5.22) BJ Em Iy. ННП BS Ж 

801) — a(1) = 0. 
由 于 


80) — a(1) 一 r [8'(80) — «'(0) 40, 


故 只 要 证 明 8'(8)— ot8) = 0 即 可 . 
现在 


'(0) — a'(8) — № p (o) Ф. 

g'(0) — a'(8) > 79 To 

А rir 9Ф prir. 

+ 2 Fe) С) 
一 PLACIC — «) + ИС — w) 
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mara sm mim ei 


— U”(t) s, (9.5.24) 


这 里 U 是 UU 对 其 宗 标 的 梯度 ,是 一 个 横行 向 量 , e fH 都 是 直行 
ГАЈ, ТЕ U(r 一 ww) uwa TRIES, 由 于 
d і dp 5 
48 2 d8 2 = ГО) 
термо! =), (75.25) 


这 里 (р) ЖЖ ЙИ 73 EAR ФР Jacobi ЯН. 由 于 
(7.2.22) ВЈ ARR а (7.2.24), 故 关系 式 (7.2.26) 成 立 , 号 成 向 


量 形式 为 
UF == Е". (7.5.26) 


将 (7.5.25) 代入 (7.5.24), 并 考虑 到 (7.5.26) 得 
В' (8) — a'(8) 
= и (ple — w) + 3 ;U (py Өр)” — =) 


-vg |+ +t rp (0 — w) 
= PRIACO — UAT + AP (p)l(» — в). 


(7.5.27) 
Tn 
du, 9) = ppl?) + (1 — a) Ор! 
- gov + (1 — ид), 


Ela, 8) 一 2. [9(8) + pla, 07] 


+ £ UCp(0)) 一 Кф(а, 0Y), 


则 有 
фС0,Ө)у =w, Ф(1, 0) = Ф(0), 
£(0, 0) = 9), ECL, 8) = p), 
故 可 得 
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Оф) — U'(t) = f DS. VG, ам. 


да 

BT 

8 1 OB y 

~ U'(£(n, 89)) = Z ПЕ), 

Ü Ән 

8; „1 9 Ан 9 

o. T 3 fq) 5 

= HU РФ — ш), 

Bee 


UG) = f$ — yu 


一 MG TU CE) dn. 
tü A (7.5.27) , (818 
8' (8) — w (8) 


= 8 |, (e — wy'L1 — af Lpy ITU” (СЕ) 
4 Jo 


x [I + АРС) Це — dg. 
„я = ЕКШИН С ЖЛ, ЩЩ G> 0 时 就 得 到 不 等 式 
(7.5.22). НЕО РЕПА, М UU” 的 特征 值 一 定 大 于 
m. ошм 分 别 表 示 IC” 的 最 小 和 最 大 特征 值 ,并 设 凡 上 一 ce， 
id ç — ж = y, MA 
G = yY7[1 FPO CEDE! + if Gg) ly 
= y"U”(E)[I af ie) ТУ 
— Ау СФ)ТО" СЕР + AP Gp) ]» 
= yU"(£3» + AyTU" CEP (фу — АРФЫ (E) y 
一 Vy'f'(e)yTU" (5f (p) 
= m| y]? -—aeMiy|! — àeM|yp reM | yl? 
= [m — (2сА Нм Ур. 
故 只 要 
m — (24 + FM >= 0 (7.5.28) 
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邑 可 保证 G 20. НИ 
ьт y 
则 当 aea, M. (7.5.28) 就 成 立 。 定 理 证 完 ， 

Harten, Lax, van Leer (1983) H. WEHE (7.2.22) 
的 所 有 光 请 解 清 足 附加 的 守恒 律 (7.2.24)， 其 中 Uer) 是 凸 函 数 ， 
则 Годунов (1959) 格式 的 解 ,如 果 一 臻 育 界 并 几乎 处 处 收 伍 ,其 
极限 函数 x(x, г) WERTER (7.2.24). 

在 Годунов 格式 中 ,网 格 端点 处 的 值 不 是 用 两 这 两 格 中 心 点 
的 值 用 数学 平均 的 办 凌 得 到 的 ， 员 是 用 两 思 网 格 的 量 作为 禄 信 求 
出 Riemann 间 题 的 精确 和 解 代 人 的 所谓 Riemann 问题 ， 是 指 解 
KAREHA (7.2.22) 的 Cauchy 问题 ， 其 初始 条 件 为 两 段 常数 
НЫ РК 


alr, 0) = 全 * < 0, (7.5.29) 
üp x => ИЙ 
由 于 Riemann 问题 的 解 wr, г) 对 * 和 + 的 依 巾 关系 是 沿 直 线 
fo Const 
Е 


为 常数 , ВП АВЕ НАЕ = 此 外 , «ЖЕРИН ur 与 ир, 


iK Riemann 问题 的 解 通常 可 以 表示 为 a( Z; ш, ар). 


НМАУ У, БОНИ Гэ 
L 


x == — —, r= Ё, I=), ;== T 
2 


2 
连 成 的 六 曲线 ,由 Riemann 疝 题 的 解 广 足 积 分 关系 式 
E ulr, Tdr — j: а(х, 0)dx 


рево) [res ue 


* 4710) * 


的 特征 入 为 а,(#==1,2,---‹у, ЩЩ 
Т'тах |а; < Е 
і 2 


成 立时 ,就 有 
ji alr, T)dx 


=a £ (= + йк) — Tif(u,) — fu]. 


(7.5.30) 

Годунов 格式 可 以 看 成 是 根据 积分 关系 式 (7.1.14) 建立 85. 

Г ЛЫЖ, хохлы, P< < 的 边界 И 
Годунов 格式 为 


NI alr, "tijde 一 | их, (Pix 
х} m 


+ Г. ( xiu, £} Y} egt — Г. ОТИУ == ü, 
由 于 初 值 为 
ulz, t") = ps, x; or € riga, | == 0, +1, +2,.--, 
(7.5.31) 
阿 时 


ux usar) m и v? 3, ora), xj, r) = u(0; 07-6, аъ). 
ik Годунов 格式 在 1 一 1t 时 刻 的 解 ‚ты 实际 上 是 方程 组 
(7.2.22) 满足 初始 条 性 
gx, t) = pik, x; < r< ria, = 0, +1, +2, +++, 
在 | 
(mtm terre 0 ) 


таах | a; | 
i 


时 刻 的 精确 解 在 区 间 x, < x < x; 上 的 平均 值 , 即 


= t ! mti 
ри 5 } (x, £"* dx, 
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这 个 平 沟 值 还 可 以 写成 


"T 1 TH — я я 
v^. == i| | $ u (=; M i ES dx 


1 Хуа £ — Xia. " п 
-- ү M" й (Za — ү” 3 2+8, +3 ах 


1 [° х 
十 二 (=; vid, әз )ax, (7.5.32) 


由 于 现在 w(x, t), #(0;672_k, 0.3), mCOisI.A, v) 都 
RE ХЕ. ЙЕ CETT PRAE LS ДЕ. (7.2.36), WA 


ME (Qux, (0**))dx 一 [u (ибх, ))dr 
к Yi 
gti 
+ | „ F (s (0; va, v1.13) dt 


> " F (u(0; 07%, v2.30) dt < 0. (7.5.33) 
ETU ОР, Jensen 不 等 式 有 


i. [v (и(х, "Нах >> U (2 NEC 2073 
"a" "am 


-ufea y 
ENM (7.5.33) 得 
Г Ë ("zi — U TR] ет. — F?) < 0, 


从 而 推出 Годунов 3&4 $& X5 id x dE (7.2.36). 
Harten, Lax (1981) 85519, Glimm (1965) 所 构造 的 解 
1p ipi Е.Л ЕР, 
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